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PRATARMÉ 


Leidinys skirtas bendrojo lavinimo mokyklų, aukštesniųjų ir pro- 
fesinių mokyklų moksleiviams. Žinyne pateiktos algebros, trigonomet- 
rijos, kombinatorikos, tikimybių teorijos ir matematinės statistikos, 
geometrijos pagrindinės sąvokos, teoremos, formulės. Žinynas bus 
naudingas savarankiškai sprendžiant pratimus ir uždavinius, kartojant 
matematikos kursą, ruošiantis baigiamajam bei stojamajam matema- 
tikos egzaminui. 

Dėkoju recenzentams, mokytojui ekspertui Kazimierui Pulmonui, 
doc. Jonui Teišerskiui, už vertingas pastabas ir patarimus. 


I. ALGEBRA 


1. Pagrindinės skaičių veiksmų savybės 


Su bet kuriais realiaisiais skaičiais a, b, c teisingos lygybės: 
a + b= b + a (sudėties perstatomumo dėsnis), 
a + (b + c) = (a + b) + c (sudėties jungiamumo dėsnis), 
a+0=a, 
a.b=b.a(daugybos perstatomumo dėsnis), 
a - (b. c) = (a. b) - c (daugybos jungiamumo dėsnis), 
a-(b+c)=a-b+a . с (skirstomumo dėsnis), 
a.1-a, 
1. Su bet kuriuo realiuoju skaičiumi a, yra toks skaičius, žymimas 
-a, kad būtų a + (-a) = 0. -a vadinamas skaičiui a priešingu 
skaičiumi. 

2. Su bet kuriuo realiuoju nelygiu nuliui skaičiumi a, yra toks 
skaičius, žymimas a` , kad būtų a - a! = 1. 


b 1 
> Presb Kai b = 1, gauname е 


2. Dalyba su liekana 


Kiekvienai natūraliųjų skaičių porai n ir m, yra tokia vienintelė 
skaičių pora g ir r, su kuriais teisinga lygybė 

n = mą + r, q — natūralusis skaičius arba nulis, r — nulis arba 
mažesnis už m natūralusis skaičius. 

q - dalmuo, r – liekana, gauti dalijant n iš m. 


3. Dalumo požymiai 


Sumos dalumo teorema. Jeigu kiekvienas dėmuo dalijasi iš to 
paties skaičiaus, tai ir suma dalijasi iš to paties skaičiaus. 


Sandaugos dalumo teorema. Jeigu bent vienas sandaugos daugi- 
namasis dalijasi iš kurio nors skaičiaus, tai ir sandauga dalijasi i$ to 
skaičiaus. 

Dalumo iš 2 požymis. Natūralusis skaičius dalijasi iš 2, kai jo pas- 
kutinis skaitmuo yra lyginis. 

Dalumo iš 4 požymis. Natūralusis skaičius, turintis ne mažiau kaip 
tris skaitmenis, dalijasi iš 4, kai du jo paskutiniai skaitmenys yra nu- 
liai arba kai iš 4 dalijasi dviženklis skaičius, sudarytas iš paskutinių 
dviejų skaičiaus skaitmenų. 

Dalumo iš 8 požymis. Natūralusis skaičius dalijasi iš 8, jeigu trys 
jo paskutiniai skaitmenys yra nuliai arba sudaro skaičių, kuris dalijasi 
iš 8. 

Dalumo iš 3 požymis. Natūralusis skaičius dalijasi iš 3, kai jo 
skaitmenų suma dalijasi iš 3. 

Dalumo iš 9 požymis. Natūralusis skaičius dalijasi iš 9, kai jo 
skaitmenų suma dalijasi iš 9. 

Dalumo iš 6 požymis. Natūralusis skaičius dalijasi iš 6, jeigu jis 
dalijasi iš 2 ir iš 3. 

Dalumo iš 5 požymis. Natūralusis skaičius dalijasi iš 5, kai jo pas- 
kutinis skaitmuo yra 0 arba 5. 

Dalumo iš 25 požymis. Iš 25 dalijasi natūralieji skaičiai, kurių du 
paskutiniai skaitmenys yra nuliai arba sudaro skaičių, kuris dalijasi iš 25. 

Dalumo iš 10, 100, 1000 požymiai. Natūralusis skaičius dalijasi 
iš 10, kai jo paskutinis skaitmuo yra nulis, iš 100 — kai du paskuti- 
niai skaitmenys yra nuliai, iš 1000 — kai trys paskutiniai skaitmenys 
yra nuliai. 


4. Paprastosios trupmenos. 
Veiksmai su paprastosiomis trupmenomis 


Skaičius, sudarytas iš vienos arba kelių lygių vieneto dalių, vadi- 
namas paprastąja trupmena. Skaičius; kuris parodo, į kiek lygių dalių 
padalytas vienetas, vadinamas trupmenos vardikliu. Skaičius, kuris pa- 
rodo paimtųjų dalių kiekį, vadinamas trupmenos skaitikliu. 


a : Am. Е я © FET й 
Trupmena Б? kurios skaitiklis maZesnis uZ vardiklj, vadinama 


taisyklingaja, trupmena, kurios skaitiklis didesnis už vardiklį arba jam 
lygus, – netaisyklingąja. 


с 
1. Dvi trupmenos = ir d yra lygios, kai ad = bc. 


5r агае 0 B 0: 


b 
a 
a: db. e e тер 
.—=—=— Каі b z 0, с # 0, t. y. jeigu trupmenos skaitiklį ir 
b bc b, 
с 


vardiklį padauginsime ar padalysime iš to paties natūraliojo skaičiaus, 
tai gausime jai lygią trupmeną. Tai pagrindinė trupmenos savybė. 


a b a+b m p mq«pn d q dh+ge 

еы. AME DR her = dv ence ОСО 
€ 6 с п 4 nq ef hf efh 

e z 0; f = 0; h z 0; n z 0; q + 0. 

s 2.2.26 іре 0; 2+0 

Ne z 0; d z 0. 
bd bd ^ 

gas C pei vsus 

a үе ЖУО E С > i 
b d bc bec 


Dalmuo, kuris gaunamas skaičių padalijus iš kito skaičiaus, 
vadinamas santykiu. 
„Aukso pjūvio” sąvoka. Atkarpa padalykime į dalis (didesnioji d, 
d+m т 


d 
seen andit Gb kaq = pm 
mažesnioji m ilgio) taip, ka d fj 


d 1 
Kai х= — , tai x=1+—, iš čia x? = x + 1 gauname, kad 
m x 


1-45 1445 d 145 


(netinka), x, = . —= vadinamas „aukso 
2 m 2 


5. Procentai 


Kai kalbama apie vienarūšių dydžių santykį, dažnai jis išreiškiamas 
procentais. 

Viena šimtoji skaičiaus dalis vadinama to skaičiaus procentu (žy- 
mima %). 


Trys pagrindiniai procentų uždaviniai 


1. Duotojo skaičiaus procentų radimas. Norint rasti skaičių A, 
sudarantį p% skaičiaus M, taikoma „procentų formulė”: 


м 
“107 


2. Skaičiaus radimas iš jo dalies, išreikštos procentais. Norint 
sužinoti skaičių M, kurio pYo yra skaičius A, taikoma formulė: 


M = 100. 
P 


3. Dviejų skaičių procentinio santykio radimas. Norint sužinoti 
skaičių a ir b procentinį santykį, reikia sudaryti tų skaičių santykį ir 
jį padauginti iš 100%: 

a 
—100®%. 
Ь 

Tükstantoji kurio nors skaičiaus dalis vadinama promile (žymima 
ženklu 960). 

Santykinis tauriojo metalo (aukso, sidabro, platinos) kiekis lydinio 
tūkstantyje svorio dalių vadinamas praba. Šio santykio ženklas nuro- 
domas gaminyje. 


6. Proporcijos 
Dviejų santykių lygybė vadinama proporcija: a: b = с: d , arba 
3 kur a, b, c, d - realieji skaičiai, kurių né vienas nelygus 0. 


proporcijos nariais. 
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Proporcijos savybés 
1. Pagrindinė proporcijos savybė: proporcijos kraštinių narių 
sandauga lygi jos viduriniųjų narių sandaugai: ad = bc. 
2. Kraštinius proporcijos narius galima sukeisti vietomis, t. y. kai 


a с v d c 
=, tal = 
b d b a 
3. Viduriniuosius proporcijos narius galima sukeisti vietomis, t. y. 
k а с À a 
ai ==; —=— 
i ъ= tai d 
Dviejų skaičių vidurkiai 
Skaičių a ir b (a ir b - teigiami) aritmetiniu vidurkiu vadiname 
a+b 
skaičių А = —— ; 
2 
geometriniu vidurkiu G = Vab, ab > 0; 
2 
harmoniniu vidurkiu H = PEE 
"un 


а? +b? 
27 


kvadratiniu vidurkiu K= 
Dviejų skaičių geometrinis vidurkis nėra didesnis už jų aritmetinį 
vidurkį, t. y. G < A. 


Dviejų skaičių harmoninis vidurkis nėra didesnis už jų geometrinį 
vidurkį, t. y. H < G. 


Dviejų skaičių aritmetinis vidurkis nėra didesnis už kvadratinį 
vidurkį, t. y. A < K. 


Galima užrašyti taip: H < G < A < K. 


`7. Nelygybiu savybės 


Jei a > b, tai b < a. 

Jela > bir b > c, tai a > c. 

Jela > b, tala + c > b + c. 

Jei a > b ir c > 0, tai ac > bc. 

Jei а > bir c < O, tai ac < bc. 

Vadinasi, nelygybës abi puses padauginus arba padalijus iš to pa- 
ties teigiamo skaičiaus, gaunama teisinga nelygybė; 

nelygybės abi puses padauginus arba padalijus iš to paties neigia- 
mo skaičiaus ir pakeitus nelygybės ženklą priešingu, gaunama teisinga 
nelygybė. 

Jela > bir c > d, tal'a + c > b + d. 

Јеіа> 0, Б> 0 e> 0 d> 0, be їо, а> birc > d, tai ac > bd. 

Jei a > b > 0 ir n — natūralusis skaičius, tai a" > b". 


145] 
Jei a > b > 0,tal —«—- 
a 


b 


Kai kurios svarbios nelygybës 
l 
1l.a-*—22,a^»0. 
a 


2. Koši nelygybė 


— à +а,+ .. +a, UE UE 
"d dus cd, < 1 ‚ kur a,, a,, ..., aG. — teigiami 
skaičiai. Nelygybe virsta lygybe tik tuo atveju, kai visi skaičiai 


a, a, ... , a yra lygūs. 
"Ja a, ... a, — tų skaičių geometrinis vidurkis. 


а +a, +... +a, 


— tų skaičių aritmetinis vidurkis. 
n 


; a+b | era ME UNES 
Tam tikru atveju: vab < AO a ir b — teigiami skaičiai, 


a+b+c . 
Va:b.c <——— lir t. t. 


3. Koši-Buniakovskio nelygybė 


ab +a,b,+ .. +а,Ь, < 4а +а +... +а? - Jb? +02 +... +62, 
čia a,, а,, .., a; b, b, ... , b, – bet kokie realieji skaičiai. 


n 


4. Bernulio nelygybė 
(1 +x)" > 1 + mx (x > -1 ir n - natūralusis skaičius). 


Skaičių intervalai 


Atvirasis 
«x« 


Uždarasis 


intervalas a L Аш 
Pusatviris ЗШ ж 
š a<x<b 

intervalas a b (a: b] 
Pusatviris — // ////////////, —-» [a; b) a<x<b 
intervalas a b 

i ШШШ 
Spindulys 4 [а; +) x 2 a (a € x) 


Spindul ШШЩ 
Atvirasis А | 


Atvirasis LL a. | 
spindulys b (-%; b) x < b (b > x) 


8. Realiojo skaičiaus modulis ir modulių savybės 


| E a, kaia > 0, 
ai= |-a, kai a < 0 (modulio apibrėžimas), 
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a| |а 
lal; ==, Ь=0, 
b| |b 


la|= |-al 
lab| - |а|-|М, laf =a’. 


Nelygybes su modulio Zenklu: 

la -- b| x lal |P|, a ir b - bet kokie realieji skaičiai. 

la - b| xa + |bl 

Sumos (skirtumo) modulis nėra didesnis už modulių sumą. 
la- b| 2 lal - b|, 

la- Hz a|- Ib. 


las be -bszazb. 


9. Atstumas tarp dviejų taškų 
1) tarp dviejų koordinačių tiesės taškų A(x,) ir B(x,): 
|AB|= lx, -= x|; 
2) tarp dviejų koordinačių plokštumos taškų A(x,; у,) ir B(x,; у,): 


|AB|= J(x, — x + (у, — x › 


3) tarp dviejų koordinačių erdvės taškų A(x,; у; z,) ir BG; у„ 2): 


|AB| = J(x, – х)? + (у, — у) * (5 — 2,97 


10. Sutrumpintosios daugybos formulés 


(a + b) (a - b) = а? — b, 

(a + by = а? + 2ab + b, 

(a — by = а? — 2ab + P^, 
(a + b) (2 — ab + №) = a° + b, 
(a — b) (a? + ab + Б) = a° — b’, 
(а + by = a? + За?Ь + Зар? + b°, 
(a — bp = a° — 3a2b + 3ab2— bš. 


11. Kvadratinio trinario skaidymas dauginamaisiais 


ax! + bx + c = а(х - xy) (x - xj), 
čia x, ir x, — lygties ax? + bx + c = 0 šaknys. 


12. Aritmetiné Saknis ir jos savybés 
Jei a 2 0, tai simbolis Уа reiškia neneigiamą skaičių, kurio n-tasis 
laipsnis lygus a, t. y. (Va) = а (aritmetinės šaknies apibrėžimas). 
Savybės 
(Va) =a (a20), 
Vab -a-*/b | (az0, b20), 


Va = "fa (а>0). 
Ja — aritmetinė kvadratinė šaknis, 
(Va) =a (a20), 
Ja? =|а|. 
n, k, m — natüralieji skaičiai, didesni už 1. 
13. Laipsnis su racionaliuoju rodikliu 
Kai n ir m — natūralieji skaičiai ir a > 0, 


~- 


1 m 
a=a:-a:-.. a, (a! =a), а" = a, a^ =a", 
n kartų 


Savybés 


čia m, n e М. 


14. Teigiamojo sveikojo skaičiaus standartinė išraiška 


Skaičiaus a standartine išraiška vadinamas jo užrašas a — a, - 10", 
čia 1 <a, < 10, n — sveikasis skaičius (skaičiaus a eilė). 


15. Paklaidos 


Jei a — skaičiaus æ apytikslė reikšmė, tai |x — a| — absoliučioji 

e -al 
aklaida, ^, — santykinė paklaida. 
р la y P nod 


Santykine paklaida procentais: · 100%. 


la| 
Realiojo skaičiaus dešimtainiai artiniai 
su trūkumu ir su pertekliumi 


Kiekvienam realiajam skaičiui galima nurodyti du racionaliuosius 
skaičius, tarp kurių jis yra. Be to, tie racionalieji skaičiai vienas nuo 
kito gali skirtis kiek norima mažai, pavyzdžiui, 1; 0,1; 0,01; 0,001 ir 
t. t. Tokie racionalieji skaičiai vadinami realiojo skaičiaus dešimtai- 
niais artiniais su trūkumu ir su pertekliumi nurodytu tikslumu. 


Imkime iracionalų skaičių 42 . Turime: 
1< 42 «2: 
L4 < J2 «15; 
141« 42 «1,42. 
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Skaičiai 1; 1,4; 1,41 vadinami skaičiaus J2 dešimtainiais artiniais 
su trūkumu atitinkamai 1; 0,1; 0,01 tikslumu. 

Skaičiai 2; 1,5; 1,42 vadinami skaičiaus 42. dešimtainiais artiniais 
su pertekliumi atitinkamai tuo pačiu tikslumu. 


16. Skaičiai 
Racionalieji skaičiai 


m 
Racionalusis skaičius — sveikųjų skaičių santykis — (п *0). Jį 
n 
galima išreikšti nesuprastinama trupmena. 


Racionalusis skaičius išreiškiamas baigtine arba begaline dešimtai- 
ne periodine trupmena. 


Iracionalieji skaičiai 


Skaičius, kuris nėra racionalusis, vadinamas iracionaliuoju. Pvz., 
J2 , п ir kt. yra iracionalieji. 
Iracionalieji skaičiai gali būti išreiškiami begalinėmis dešimtainė- 
mis neperiodinėmis trupmenomis. 
Kompleksiniai skaičiai 


Algebrinė kompleksinio skaičiaus forma 
Kompleksinis skaičius yra a + ib pavidalo, čia a ir b – realieji 
skaičiai, o i - menamasis vienetas, t. y. skaičius, kurio i? = -1. 
Realusis skaičius a vadinamas kompleksinio skaičiaus a + ib realiąja 
dalimi, o ib — menamąja dalimi. 


Pagrindinės kompleksinių skaičių sąvokos 

1) Realusis skaičius a taip pat užrašomas a + 10 pavidalu. 

2) 0 + ib pavidalo kompleksinis skaičius, kai b z 0, vadinamas 
„grynai menamuoju" skaičiumi. 

3) Du kompleksiniai skaičiai a + ib ir c + id lygūs, kai vienodos 
jų ir realiosios, ir menamosios dalys, t. y. a = c, b = d. 

4) Kiekvienas kompleksinis skaičius z = a + ib turi priešingą jam 
skaičių — z, būtent -z = (-a) + i(-b). 
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Veiksmai su kompleksiniais skaičiais 


(a + ib) + (c + id) = (a + c) + i(b + d), - sudėtis, 

(a + ib) — (c + id) = (а- c) + i(b — d), - atimtis, 

(a + ib) (c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc), - daugyba, 

a+ib abi De ud 
= LL 

c+id c+ с+а 


— dalyba. 


Trigonometrinė kompleksinio skaičiaus forma 


Kompleksinio skaičiaus M = a + 
+ ib trigonometrinė forma (1 pav.): 


M = r(cosQ + іѕіпф), 


г = Ма? +b? - kompleksinio 
skaičiaus M modulis, o skaičius Фф - 


А а 
argumentas — lygčių cos ф = —; 
r 


sinQ =— mažiausias teigiamas 
r 


1 pav. sprendinys. 


Kompleksinių skaičių, išreikštų trigonometrine forma, 
daugyba ir dalyba, kėlimas laipsniu 


Jei z, = r,(cosq + ising), 2, = r((cosy + isiny), tai 
zz, = r,r(cos (ф + y) + isin (o + v)), 
2 _ n 2: 
ОЕ кише 
2 


2 


z" = [r(coso + ising)]" = r? (cos пф + isin nọ) - Muavro formule, 
n — natūralusis skaičius. 
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Saknies traukimas i$ kompleksinio skaičiaus 


N-tojo laipsnio šaknis iš kompleksinio, nelygaus nuliui, skaičiaus 
turi n skirtingų reikšmių: 


2nk 2nk 
(«соф + isinp)), - Te 2 = +i sin? = E | 


čia k = 0,1, ... , (л—1). 


17. Logaritmai 


Apibrėžimas. Skaičiaus b logaritmu pagrindu a (a > 0, a z 1) 
vadinamas laipsnio rodiklis, kuriuo reikia pakelti a, norint gauti 
skaičių b. 

а/а = b, р> 0 (pagrindinė logaritmų tapatybė), 

lgb - tai trumpiau užrašytas log,„b (dešimtainis logaritmas), 

Ig] = 0, 1010 = 1, 1g100 = 2, 1g1000 23, ... , 1010" = n, 
1g0,1 = -1, 1g0,01 = -2, 1g0,001 = -3, ... , 1g107 = -n. 

lnb — tai trumpiau užrašytas log, b (natūralusis logaritmas), e = 

= 2,7182818... 


Pagrindinės logaritmų savybės 
log(a - b) = loga + logb, (a > 0, b > 0), 
"OR loga — log, (a > 0, b > 0), 
loga" = nloga, (a > 0), n e R, 


log.b 
log,b= $ 
lo 


(logaritmo pagrindo keitimo formule) (a > 0, b > 0, 


c > 0), 
log,a = 1, log,1 = 0, 


1 
log, Vb =—log,b, ne N. 
n 
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18. Skaičių sekos. Sekos riba. Sekų ribų teoremos 


Apibrėžimas. Skaičių seka vadinama natūraliujų skaičių funkcija. 

Skaičiai a,, а,, a,, ... ,а,, ... vadinami sekos nariais, a, — n-tuoju 
nariu. Seka žymima (a,). 

Seka gali būti išreikšta formule, pagal kurią galima apskaičiuoti bet 
kurį sekos narį. Ta formulė vadinama sekos n-ojo nario formule. 

Seką gali sudaryti baigtinis narių skaičius. Tokia seka vadinama 
baigtine. 

Seka vadinama didėjančia, jeigu kiekvienas jos narys, pradedant 
antruoju, yra didesnis už prieš jį esantį. 

Seka vadinama mažėjančia, jeigu kiekvienas jos narys, pradedant 
antruoju, yra mažesnis už prieš jį esantį. 

Norint nustatyti, ar duotoji seka monotoninė (didėjanti ar mažėjan- 
ti) paprastai nagrinėjamas skirtumas a,,, — a,. Jei su visais natūraliai- 
siais n a,,, — a, > 0, tai seka didėja, o jei a,,, — a, < 0, — mažėja. 

Skaičių seka a,, а„ а,, ... , à, ... — vadinama aprėžta iš viršaus, 
jei visi jos nariai mažesni už kurį nors skaičių B: 

a, < B(n21,2,3, ...). 

Skaičių seka vadinama aprėžta iš apačios, jei bet kuris jos narys 
yra didesnis už kurį nors skaičių A: 

а„>А(п=1,2,3,...). 

Skaičių seka, aprėžta i$ viršaus, gali būti neaprezta iš apačios, ir at- 
virkščiai. Jei seka aprėžta ir iš viršaus, ir iš apačios, tai ji vadinama 
aprėžta. Tada egzistuoja tokie A ir B, kad, imant bet kurį natūralųjį 
n, teisingos nelygybės 

А <а, < B. 

Apibrėžimas. Skaičius a vadinamas sekos (x, ) riba, jei bet ku- 
riam teigiamam skaičiui = galima rasti tokį natūralųjį skaičių k, kad 
visiems sekos nariams, kurių numeris n > k, būtų teisinga nelygybė 


x,-a«s. 
Tai, kad skaičius a yra sekos (x, ) riba, užrašome taip: 
lim x, =a. 
п-эсо 
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Sekų ribų teoremos 
Seka, turinti ribą, vadinama konverguojančia, o seka, neturinti 
ribos, — diverguojančia. 

Jeigu (x, ) ir (y, ) - konverguojančios sekos, tai: 
1) sekos a, a, a, ... , a riba lygi a, 
2) lim(x, + у,) = lim x, + lim y,, 
3) lim(x, - y,) = lim x, - lim y,, 

no noo n> 

lim x, 
4) lim cete kai dim y, 20, 
n>% 


n>% y, limy 


noo 


n 


5) lim(cx,) = clim x,, 


— o 


6) jei duotos tokios sekos (2, ), (x, ), (y, ), x, < z, < y, ir 


lim x, = lim y, = a, tai lim z, = a. 
no 


noo noo 
19. Aritmetiné progresija 


Apibrėžimas. Skaičių seka, kurios kiekvienas narys, pradedant ant- 
ruoju, lygus prieš jį esančio nario ir pastovaus skaičiaus sumai, vadi- 
nama aritmetine progresija. 

Kitaip sakant, seka (a, ) yra aritmetinė progresija, jei su kiekvie- 
nu natūraliuoju л 

a,,, = a, + d, skaičius d — aritmetinės progresijos skirtumas. 

à, = a, + d(n - 1) - n-tojo nario formulė, 


a A +a NM š 
a, = "L" _ charakteristine savybė, 
2 
a +a 2a, +4(п-1) S. š 
UN ".п= 2 -n — pirmųjų п narių sumos formulė. 


20. Geometrinė progresija 


Apibrėžimas. Geometrine progresija vadinama nelygių nuliui 
skaičių seka, kurios kiekvienas narys, pradedant antruoju, lygus prieš 
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jį esančiam nariui, padaugintam iš pastovaus skaičiaus. 
Kitaip sakant, seka (b, ) yra geometrinė progresija, jei su kiekvie- 
nu natūraliuoju n 


b..,=b,-4, b, + 0, q = 0, skaičius q — geometrinės progresijos 
vardiklis 
b, = bq"! – n-tojo nario formule, 
b? =b, b,a- charakteristinė savybė, 
b,q - b, b(a" -1) г Р : А 
Š, = =—— - pirmųjų n narių sumos formule, 
q-1 q-1 
b, . 
S= mes — begalinės geometrinės progresijos, kurios |g| < 1, sumos 
formulė 


21. Elementariųjų funkcijų grafikai 


1. Pastoviosios funkcijos y = b (b — kuris nors skaičius) grafikas 
yra tiesė (2 pav.), lygiagreti abscisių ašiai ir einanti per ordinačių ašies 
tašką (0; b). 

Jeigu x = a, tai gausime tiesę, lygiagrečią ordinačių ašiai, x = a — 
tos tiesės lygtis. 


2. Tiesioginio proporcingumo 
y = kx (k + 0) grafikas yra tiesė, ei- 
nanti per koordinačių pradžią (skai- 
čius k — proporcingumo koeficien- 
tas) (3 pav. ir 4 pav.) 


3. Tiesinės funkcijos y = kx + b 
(k ir b — realieji skaičiai) grafikas 
yra tiesė (5, 6, 7, 8 pav.). Skaičius k 
— tiesės krypties koeficientas, jis ly- 
gus tangentui kampo o, kurį sudaro 
tiesė su teigiamuoju x ašies spindu- 
2 pav. liu, t. y. k = tga. 
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7 pav. 


4 pav. 


8 pav. 
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k 
4. Atvirkštinio proporcingumo y grafikas yra hiperbolé 


(k — atvirkštinio proporcingumo koeficientas, k 0) (9, 10 pav.). 


9 pav. 10 pav. 


5.Kvadratinės funkcijos y = ax? + bx + c, kur a, b, c — bet ku- 
rie realieji skaičiai, o a = 0, grafikas yra parabolė. Išskyrę pilnąjį 
kvadratą, gausime: 


bY 4ac-b' 
y=ax'+bx+c=a x+ + : 
2a 4a 


Parabolės viršūnės koordinatės: 

b 4ac- b° 
2а’ "= 4а | 

Kai a > 0, tai funkcijos y = ax? + bx + c grafiko-parabolės šakos 
nukreiptos aukštyn, kai a > 0, - žemyn. Kvadratinės funkcijos y = ax? 
+ bx + c grafiko ir abscisių ašies susikirtimo taškų skaičius lygus 
lygties y = ax? + bx + c = 0 šaknų skaičiui, kurį nustato diskriminanto 
D = P? - 4ac ženklas. Todėl pagal diskriminanto ženklą kiekvieną iš 
dviejų išnagrinėtų atvejų (a > 0 ir a < 0) galima suskirstyti dar į tris 
atvejus. 

Lentelėje pavaizduotos visos šešios grafiko padėtys abscisių ašies 
atžvilgiu (11 pav.). 
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11 pav. 


6. Laipsninés funkcijos grafikas 


6.1 Laipsninės funkcijos su natūraliuoju rodikliu y = x"(n — 
natūralusis skaičius) grafikas. (12, 13 pav.). 
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a) n — lyginis skaičius b) n — nelyginis skaičius 


12 pav. 13 pav. 


Tam tikru atveju, kai n = 3, tai y = х. Sios funkcijos grafikas — 
kubinė parabolė. 

Kai n — bet kuris lyginis skaičius didesnis už 2, n = 4, 6, 8, ... 
tokios funkcijos grafikas primena parabole y = x^, tik staigiau grafiko 
šakos, kai |x|>1, kyla į viršų (sąspūdis), o kai |х| < 1, grafiko šakos 
lėčiau kyla į viršų (ištempis). 

Kai n — bet kuris nelyginis 
skaičius didesnis už 3, n = 5, 7, 
9, ... tokios funkcijos grafikas 
primena kubinę parabole y = x°, 
tik kuo didesnis n, tuo staigiau 
grafiko šakos eina į viršų ir į 
apačią. 

Kiekvienas grafikas eina per 
tašką (1; 1). Intervale (0; 1) laips- 
ninės funkcijos y = x" grafikas yra 
tuo arčiau x ašies, kuo didesnis n. 

Intervale (1; + оо) grafikas 
yra tuo toliau nuo x ašies, kuo di- 
desnis n. (14 pav.). 
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6.2. Laipsnines funkcijos su sveikuoju neigiamuoju rodikliu 


1 
у= Хх" = ems (n — natüralusis skaicius) grafikas (15, 16 pav.). 


a) n – lyginis skaičius b) n - nelyginis skaičius 


15 pav. 16 pav. 
6.3. Laipsnines funkcijos su teigiamuoju trupmeniniu rodikliu 
y- з, (n. nez, п+0 ш > 0) grafikas (17 pav.). Tam tikru atveju, 
n 


1 
kai m = 1, n = 2, tai у=х? = Ух (18 pav.). 
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7. Rodiklinés funkcijos y = а" (a > 0, a z 1) grafikas (19, 20 


pav.). 
y 
yza', 
a>1 
1 
0 x 
19 pav. 20 pav. 


8. Logaritminés funkcijos y = log,x (a > 0, a + 1) grafikas (21, 
22 pav.). 


y 
Y į y=l0g.X, 
a»1 
- x 
0/1 x 

y=log,x, 
а<1 

21 рау. 22 рау. 


9. Funkcijų y = е^ ir y = Inx grafikai (23 pv.). 


10. Funkcijų grafikų tiesinės transformacijos 
Kaip nubraižyti funkcijos y = Дх) + c, c є R grafiką, kai funkcijos 
y = Ax) grafikas yra žinomas? 
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Funkcijos y = f(x) + c grafiką ga- 
lima gauti funkcijos y = f(x) grafiką 
pastūmus išilgai ordinačių ašies per 
c vienetų aukštyn, jei c > 0, ir per c 
vienetų žemyn, jei c < 0. 

Funkcijos y = f(x + a) grafiką 
galima gauti funkcijos y = f(x) gra- 
fiką pastūmus išilgai abscisių ašies 
per a vienetų į kairę, jei a > O, ir 
per a vienetų į dešinę, jei a < 0. 

Funkcijos y = af x) grafikas gau- 
namas iš funkcijos y = f(x) grafiko 


23 pav. 
atlikus ištempį išilgai ordinačių ašies a kartų, jei |a|>1, ir atlikus 


1 
sąspūdį išilgai ordinačių ašies 2 kartų, jei |а] < 1. 
22. Lygtys ir lygčių sistemos 


Lygties apibrėžimas. Lygties sprendiniai. 
Lygčių ekvivalentumas 


Sakinį f(x) = g(x) vadiname lygtimi su vienu kintamuoju x. Kiek- 
vieną kintamojo reikšmę, su kuria reiškiniai f(x) ir g(x) įgyja lygias 
skaitines reikšmes, vadiname lygties sprendiniu. 

Išspręsti lygtį — reiškia rasti visus jos sprendinius arba įrodyti, kad 
jų nėra. 

Dvi lygtys, kurios turi vienodus sprendinius arba visai neturi spren- 
dinių, vadinamos ekvivalenčiosiomis. Kitaip sakant, dvi lygtys, kurių 
sprendinių aibės sutampa, yra ekvivalenčiosios. 

Lygčių ekvivalentumo teoremos: 

1. Jei kurį nors dėmenį perkelsime iš vienos lygties pusės į kitą ir 
pakeisime jo ženklą priešingu, tai gausime lygtį, ekvivalenčiąją pra- 
dinei lygčiai. 

2. Jeigu lygties abi puses padauginsime arba padalysime iš to pa- 
ties nelygaus nuliui skaičiaus, tai gausime ekvivalenčiąją lygtį. 
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Lygčių (nelygybių) visumos sąvoka. Jei reikia rasti tas x reikš- 
mes, su kuriomis teisinga bent viena iš lygčių (nelygybių) Дх) = 0 ar- 
ba g(x) = 0 (f(x) > 0 arba g(x) > 0), tai sakoma, kad reikia išspręsti 
lygčių (nelygybių) visumą, ir rašoma 


3050, fG)>0, 
2(0х)=0. 20)>0. 


Lygčių (nelygybiu) visumos sprendinių aibė yra tą visumą sudaran- 
čių lygčių (nelygybių) sprendinių aibių sąjunga. 

1. Tiesinės lygtys. Tiesine lygtimi su vienu kintamuoju x vadina- 
me lygtį ax = b (a ir b — realieji skaičiai), a vadinamas kintamojo ko- 
eficientu, b — laisvuoju nariu. 

Galimi trys tiesinės lygties ax = b atvejai: 

a 

1) a = 0, tada lygtis turi vieną sprendinį, lygų b 

2) а = 0, b = 0, tada lygtis virsta lygtimi 0 - x = 0, kurios 
sprendiniai yra kiekvienas skaičius. 

3) а = 0, b + 0, tada lygtis virsta lygtimi 0 - x = b, kuri neturi 
sprendinių. 

2. Kvadratinės lygtys. Lygtis y = ax? + bx + c = O, kurios a, b, 
c – realieji skaičiai, a z 0, vadinama kvadratine lygtimi. 

D = P? - 4ac – kvadratinės lygties diskriminantas, skaičiai a, b, c 
— kvadratinės lygties koeficientai, be to, a vadinamas pirmuoju 
koeficientu, b — antruoju koeficientu, c — laisvuoju nariu. 


-b+ JD -b+Nb? – дас 


Xiz 2 
а 2а 


formule. 
—-ktXKk?)-ac 
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— kvadratinės lygties sprendinių 


b 
x , čiak= a kvadratines lygties, kai b — lygi- 
a 
nis skaičius, sprendinių formule. 
Sprendžiant kvadratinę lygtį ax? + bx + c = O gali būti trys atvejai: 
1) D « 0, tai lygtis realiųjų sprendinių neturi (turi du kompleksi- 
nius sprendinius), 
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2) D = 0 – turi vieną sprendinį (du lygius sprendinius), 

3) D > 0 — turi du skirtingus sprendinius. 

Kvadratine lygtis, kurios pirmasis koeficientas lygus 1, vadinama 
redukuotaja kvadratine lygtimi. 


Vieto teorema Jei x,, x, lygties ax? + bx + c = 0 sprendiniai, tai 
[^ ` 
X, + x,= pU c a (kai a = ], x, + x,= —b, x, : x,= c). 


3. Racionaliosios lygtys. Lygtį f(x) = g(x), kurioje f(x) ir g(x) yra 
racionalieji reiškiniai, vadiname racionaliąja. 


=0 yra ekvivalenti sistemai po 
g(x) « 0. 


TER f(x) 

IS 

= Ad 

4. Bikvadratinės lygtys. Bikvadratinė lygtis ax* + bx? + c = 0, 

a + 0 sprendžiama naujojo kintamojo įvedimo metodu: pažymėję 

ж = y, gauname kvadratinę lygtį ay? + by + c = 0. Suradę y, ir y,, ra- 
sime keturias x reikšmes, spręsdami lygtis x? = y, ir x? = y,. 


5. Iracionaliosios lygtys. Iracionaliąja lygtimi vadiname lygtį, ku- 
rioje kintamasis yra po radikalo ženklu. 

Du iracionaliųjų lygčių sprendimo metodai: 

1) abiejų lygties pusių kėlimas tuo pačiu laipsniu, 

2) naujų kintamųjų įvedimas. 

Sprendžiant pirmuoju metodu: 

a) duotąją iracionaliąją lygtį pertvarkome į tokią: 


V f(x) = а(х), 


b) gautos lygties abi puses keliame n-tuoju laipsniu: 
(D) =V}, 


c) kadangi (Va) = а, gauname lygtį f(x) = g(x), 

d) sprendžiame lygtį ir tikriname gautuosius sprendinius, nes, 
keldami tuo pačiu lyginiu laipsniu abi lygties puses, galime gauti 
pašalinių sprendinių. 
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6. Rodiklinés lygtys. Rodiklinė lygtis a/? = а, čia a > 0, a z 1 
yra ekvivalenti lygčiai f(x) = g(x). 

Yra du pagrindiniai rodiklinių lygčių sprendimo būdai: 

1) pagrindų suvienodinimo metodas, kai lygtis pertvarkoma į lygtį 

а'® = as, o po to į lygtį f(x) = g(x), 

2) naujo kintamojo įvedimo metodas. 


7. Logaritminės lygtys. Lygtis log, f(x) = log, (x), a > 0,a + 1 
ekvivalenti sistemai 


um = &(х), 
f(x) > 0 (arba g(x) > 0). 

Yra du pagrindiniai logaritminių lygčių sprendimo būdai: 

1) lygtį pertvarkant į lygtį log, f(x) = log, (x), po to į lygtį f(x) = 

x 5 
Í 5 naujo kintamojo jvedimo metodas. 

Lygtis '® = b? (а> 0, a + 1, b > 0, b = 1) ekvivalenti lygčiai 
f(x) = gG)log, b. 


8. Lygtys su modulio ženklu. Lygtis |f(x)| = a, kai a > 0 ekviva- 
lenti lygčių f(x) = a ir f(x) = -a visumai. 


Lygtis |/(x)|= |g(x)| ekvivalenti lygčiai FŒ} = (g(x)). 


Lygčių sistemos. Dviejų lygčių su dviem kintamaisiais sistemos. 
Ekvivalenčiosios sistemos 


Sakykime, duota dviejų lygčių su dviem kintamaisiais sistema 


ү у)=0, 
g(x; у) =0. 


Išspręsti lygčių sistemą tai reiškia rasti visus bendrus dviejų lyg- 
čių su dviem kintamaisiais sprendinius. Kiekvieną kintamųjų reikšmių 
porą, su kuria kiekviena sistemos lygtis virsta teisinga lygybe, vadi- 
name lygčių sistemos sprendiniu. 

Dvi lygčių sistemos, turinčios tuos pačius sprendinius, vadinamos 
ekvivalenčiosiomis. Kai abi sistemos neturi sprendinių, jas taip pat 
laikome ekvivalenčiosiomis. 
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Spręsdami lygčių sistema, ja keičiame kita, paprastesne sistema, 
bet ekvivalenčia pradinei. Tokį keitimą pateisina šios dvi teoremos: 

1. Jei dviejų lygčių su dviem kintamaisiais sistemos vieną lygtį pa- 
liekame nepakeitę, o kitą sistemos lygtį pakeičiame jai ekvivalenčia 
lygtimi, tai gautoji sistema ekvivalenti pradinei. 

2. Jei dviejų lygčių su dviem kintamaisiais vienos lygties nekeičia- 
me, o kitą lygtį pakeičiame sistemos lygčių suma arba skirtumu, tai 
gautoji sistema ekvivalenti pradinei. 

Dviejų lygčių su dviem kintamaisiais sistemos sprendžiamos šiais 
metodais: 

1) keitimo metodu, 

2) sudėties metodu, 

3) naujų kintamųjų įvedimo metodu, 

4) naudojamas grafinis sistemų sprendimas. 


Dviejų tiesinių lygčių su dviem kintamaisiais 
sistemos tyrimas 


Dviejų tiesinių lygčių su dviem kintamaisiais sistema 


ax+by=(, 
а,х+Ь,у=с, 


a b 
turi vieninteli sprendinj, kai E * PC turi be galo daug sprendiniy, kai 
2 2 


а, b € š E: i b Ci 
dE neturi sprendiniu, kai "3 m 
2 2 


B. G 


23. Nelygybių sprendimas 


Sakykime, duota nelygybė f(x) > g(x). Kiekvieną kintamojo reikš- 
mę, su kuria nelygybė su kintamuoju virsta teisinga skaitine nelygy- 
be, vadiname nelygybės sprendiniu. Išspręsti nelygybę su kintamuo- 
ju — reiškia rasti visus jos sprendinius arba įrodyti, kad jų nėra. 

Dvi nelygybės su kintamaisiais, kurių sprendiniai sutampa arba abi 
sprendinių neturi, vadinamos ekvivalenčiosiomis. 

Spręsdami nelygybę, dažniausiai ją keičiame kita, paprastesne, bet 
jai ekvivalenčia nelygybe. 
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Nelygybiu ekvivalentumo teoremos 


1. Jeigu i$ vienos nelygybės pusės dėmenį perkelsime į kitą puse 
su priešingu ženklu, tai gausime nelygybę, ekvivalenčią duotajai. 

2. Jei nelygybės abi puses padauginsime arba padalysime iš to pa- 
ties teigiamojo skaičiaus, tai gausime nelygybę, ekvivalenčią duota- 
jai. 

3. Jei nelygybės abi puses padauginsime arba padalysime iš to pa- 
ties neigiamojo skaičiaus ir nelygybės ženklą pakeisime priešingu, tai 
gausime nelygybę, ekvivalenčią pradinei. 

4. Jei vienoje arba abiejose nelygybės pusėse pertvarkysime reiš- 
kinius ir nuo to jos apibrėžimo sritis nepasikeis, tai gausime nelygy- 
bę, ekvivalenčią pradinei. 

Nelygybių su dviem kintamaisiais sistemos sprendiniu vadinama 
sutvarkyta skaičių pora, tenkinanti kiekvieną tos sistemos nelygybę. 
Sistemos sprendinių aibė yra tą sistemą sudarančių nelygybių spren- 
dinių aibių sankirta. 


1. Trupmeninės nelygybės 
„ Р) E i 
a) Nelygybė FP > 0 ekvivalenti nelygybei f(x). (х) > 0. 


f(x) g(x) 20, 


b) Nelygybė э, ekvivalenti sistemai | 
)Nelygyoe үе g(x) = 0. 


c) Nelygybe D 0 (f(x): &(x) > 0) ekvivalenti sistemų 


ern ir per 


g(x) SO g(x) <0 visumai. 


x 
d) Nelygybe Дн > 0 ekvivalenti sistemų 


ub " 5 "e D visumai. 
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f(x) 
e) Nelygybe ax) x) « 0 ekvivalenti sistemy 


| о ua 


x)«0 


x 
f) Nelygybė PR < ekvivalenti sistemų 


(zo к ДЮ asa, 


2. Antrojo laipsnio nelygybés 


Tai nelygybės ax? + bx + c > 0 arba ax? + bx c < 0, kai a + 0 
(ax? + bx + c 2 0, ax? + bx + c < 0). 
Antrojo laipsnio nelygybiu grafinis sprendimas 
Nelygybës ax2 + bx + c < 0, a = 0 sprendiniai pavaizduoti 
brėžiniuose (24 pav.). 
3. Dvigubos nelygybés 
Dviguba nelygybė a < f(x) < b ekvivalenti nelygybių sistemai 


M 
f(x)>a. 


4. Nelygybės su moduliais 
Nelygybė | f (x) <a ekvivalenti dvigubai nelygybei -а < f(x)«a 
Nelygybe | f (x) >a ekvivalenti nelygybių visumai 


ро 
f(x)«-a 


5. Racionaliuju nelygybiu sprendimas intervalų metodu 


Р (arba „ao kurių f(x) ir 


Racionaliąsias nelygybes 


35 


X, 


о x 
х= x,-(-b)/(2a) 


0 
x 
Sprendinių nėra 


24 pav. 


g(x) – daugianariai, patogu spręsti intervalų metodu. 

Metodo esmė tokia: 

1) Skaičių tiesėje pažymime lygčių f(x) = 0 ir g(x) = 0 sprendinius 
(kai jų yra): x, < x « .. < x, (n e № 


x, x; pf x 
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2) Pasirenkame kiekviename intervale (co; x, ), (x5; x), ... , (5,1; х,), 
x 


80) 


g(x) 


(х,; œ) po tašką, nustatome reiškinio ženklą tame intervale. 


3) Intervalų, kuriuose reiškinys teigiamas (neigiamas), sąjun- 


ga yra nelygybės sprendinių aibė. 


f(x) f(x) 
Pastaba: Jei nelygybė negriežta (£9. arba —— <0 |, tai 
| k CNET 
lygties f(x) = 0 sprendiniai, netenkinantys lygties g(x) = 0, priklauso 
tos nelygybės sprendinių aibei. 
6. Rodiklinės nelygybės 
1) Kai a > 1, tai nelygybė a/? > а#® ekvivalenti nelygybei f(x) > g(x). 
2) Kai 0 <a < 1, tai nelygybė d“ > a$9 ekvivalenti nelygybei f(x) < g(x). 
7. Logaritminés nelygybés 
1) Kai a > 1, nelygybė log, f(x) > log, g(x) (a > 0, a + 1) 
f(x)? ala), 


ekvivalenti sistemai | в(х) > 0. 
2) Kai a < 0 « I, nelygybė log, f(x) > log, g(x) ekvivalenti sistemai 


DEN A 
f(x)» 0. 


8. Iracionaliosios nelygybés 
Iracionalioji nelygybė „| f(x) < g(x) ekvivalenti sistemai 
Ро) < (а), 


8(x)>0, 
(x)20. 


Iracionalioji nelygybė ./ f(x) > g(x) ekvivalenti dviejų sistemų 


(fest s > 


g(x)«0 ar f(x)» g(x) visumai. 
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9. Nelygybés su dviem kintamaisiais ir ju sistemos 


Nelygybės su dviem kintamaisiais bendras pavidalas: f(x; y) > 0. 

Nelygybiu ir nelygybių su dviem kintamaisiais sistemos sprendi- 
nius galima pavaizduoti geometriškai. Nelygybių su dviem kintamai- 
siais ах + bx < c (ax + bx > c) sprendinių aibės уга pusplokštumės. 
Be to, pusplokštumės kraštas priklauso sprendinių aibei, kai nelygy- 
bė negriežta, ir nepriklauso tai aibei, kai nelygybė griežta (25, 26 
pav.). 


25 pav. 26 pav. 
Netiesinių nelygybių sprendinių aibės vaizdas yra plokštumos dalis 
(figūra) (27-30pav.). 


у> ах? + bx + c y < а? + bx + c 


27 pav. 28 pav. 
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у> ax +bx+c y < ах? + bx + c 


29 pav. 30 pav. 


f (x; y) > 0, 
8(х; y) > 0 
skaičių pora, tenkinanti kiekvieną tos sistemos nelygybę. Todėl siste- 
mos sprendinių aibė yra tą sistemą sudarančių nelygybių sprendinių 
aibių sankirta. 


Nelygybių sistemos | sprendiniu vadinama sutvarkyta 


"T m nor Во 
Pavyzdžiui, nelygybiu sistemos 2x-y<0 sprendinių aibė yra 


subrūkšniuotas kampas (31 pav.). Tai dviejų pusplokštumių sankirta, o 
kiekviena pusplokštumė — šios sistemos vienos nelygybės sprendinių ai- 
bė. 

y 


31 pav. 
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TRIGONOMETRIJA 


1. Trigonometrinių funkcijų apibrėžimas (32 pav.) 


32 pav. 
2. Trigonometrinių funkcijų savybės 
sin (Ca) = -sin 4 — nelyginė; sin (a + 2nk) = sin a, k € Z; 
cos (о) = cos a - lyginė; cos (® + 2nk) = cos a, k € Z; 


tg (о) = -tg a - nelyginė; tg (a + nk) = tg a, k e Z; 
ctg (о) = -ctg a — nelyginė; ctg (a + nk) = ctg о, k e Z. 


3. Trigonometrinių funkcijų ženklai ketvirčiuose 


з Ketvirtis 
Funkcija 


sin t 
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4. Trigonometrinių funkcijų apibrėžimo sritis 
ir reikšmių aibė 


Apibrėžimo sritis žymima D(f), reikšmių aibė —E(f). 


Funkcija 


T 
р оо | R | к | ae žennnes | 


EO A EE E R 


5. Kampų matavimo vienetų tarpusavio priklausomybė 
T 


= = 745 rad 
1 180 rad z 0,01 rad, 


180° 
l rad = 


=S71745", 
zn А 
п°= 180 radianu, 


180° 
атай = 
T 


-a laipsnių. 


6. Kai kurių kampų trigonometrinių funkcijų 
reikšmių lentelė 


Argumentas 


7. Formulės, siejančios to paties argumento 
trigonometrines funkcijas 


sin? a + cos? a = 1; 


sina cos A 
tga = ; ctga = — H 
соѕ а sin a 
2 "== 4 ES š 
l+tg a = — ; 1+ctg2 a = EENE 
cos? а sin? q 
1 1 
tga -ctga =; seca = ; соѕес а = — 5 
cos a sina 


sec? q = 1 + tg? а; cosec? а = 1 + ctg а. 
8. Redukcijos formulės 


Argumentas t 


2 


ET 

sina | -sina | -cos a | -cos a| -sino | sinu | cosa | 
er ава ава ва [ша Гоша ова go | 
Сав [ша |ва ова Гава | ше |ва Гава 


9. Argumentų sudėties formulės 


sin (a + B) = sin a cos B + cos a sin B; 
cos (a + B) = cos a cos В + sin a sin f; 


tg a ttg p 

gi xps 1. n 
1*tga tg B 

ctga ctg B * 1 

КО Ку a A 


ctga + ctg B 
10. Kartotinio argumento formulės 


sin 20 = 2sin а cos G; 
sin За = 3sin a – 4sin? a; 
sin 40 = cos a (4sin a — 8sin3 a); 
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cos 2a = cos? а — sin? a = 1-2 sin? a = 2cos? а -l = 


 l-tgla ctga-tga. 
1+ @ ctga-tga' 
cos За = 4cos? a — 3cos а; 

cos 4a = 8cos* а — 8cos? a + 1; 


2tg a 
tg 2a = 2.5 
1-tg“ a 
1I-tg?a сіра -1 ctga -tga 
pec БЛ. S IUe 
2tg а 2tg a 2 


11. Laipsnio Zeminimo formulés 


sin^a = сев ; tg2o = сол 
2 1+ cos 2a. ' 
сада I LLA 
2 1-cos 20 ' 


1 
sin’ = 4Usin a -sin Зо); 


1 
cos'a = nus 3a. + 3cos а). 


12. Trigonometrinių funkcijų sumos bei skirtumo 
keitimo sandauga formulės 


б d а + a- 

sin à +sin B = 2sin B cos B Ч 
2 2 
д «+В , a- 

sin a -sin B = 2cos sin 

P 20-12 
a + а - 

cos а + cos В = 2cos B COS B f 
2 2 

„G+B . a-p 
cos 4 -cos В = -2sin > Sin 2^7 
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sin (t + B) sin (a - B) 
t +t арнар t -t =—— 
EA cos & cos В БЕТЕР cos a. cos В 
sin (d + B) sin (B -a) 
t tct E IERI S t = = от E 
die tet p sin a sin В "EN sin a sin B 


asin a + bcos a = уа? +b? sin(a -9), kai 


: a b 


13. Trigonometrinių funkcijų sandaugos keitimo 
suma formulės 


sin a cos В = [sin (в - B )+ sin (a + B JJ: 
sin a sin В = ео (а – B )— cos (a + p); 
cos a cos 3 = es (a. — В) + cos (a + p. 


14. Pusés argumento trigonometrinés funkcijos 


. a 1 

sin H- а-а) 
a 1 

cos e [zt eos 


1 | 1-cosa sina 1-cos < 
8 2 sin a ^1ecosa Vlicosa“ 
; a sina 1+ cos а [L+ cos o 

C == (ETO RESP IR ME Rr em AN 

š 2| 1-соѕа sin x 1-соѕ а 


15. Trigonometrinių funkcijų išreiškimas 
pusės argumento tangentu 


2g 5 TES 

sina = a>? tga = ü ; 
t 2E tg4 => 
14 tg 2 1-tg > 

1-8 5, = 

cos а = q^ dgo- 5 
1+ tg? 2 2 y 


Pastaba. Šių tapatybių kairiosios ir dešiniosios pusės turi skir- 
tingas apibrėžimo sritis, ir kartu šios tapatybės yra tam tikroje 
aibėje. 


16. Vienos trigonometrinės funkcijos išreiškimas 
kitomis to paties argumento funkcijomis 


— P |&узес?х-1 sec?x-1 


Uer = = == 
R = 
V1 сов2х 
Jtag Jtag 
sec x = + 2х +үі+ср?х 
id dt sin?x COS x 
1 o Sex | 
cosec x = -m | £ т TN puce 
sinx tJ1-cos?x dicet "EEE 
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17. Trigonometrinių funkcijų grafikai 


1) Funkcijos y = sin x grafikas (33 pav.) 


33 pav. 
2) Funkcijos y = cos x grafikas (34 pav.) 


y-cosx 


34 pav. 
3) Funkcijos y 7 tg x grafikas (35 pav.) 


35 pav. 
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4) Funkcijos y 7 ctg x grafikas (36 pav.) 


36 pav. 
18. Trigonometrinių funkcijų atvirkštinės funkcijos 
Skaičiaus x € [-1; 1] arksinusu vadinamas skaičius iš intervalo 


X л 
ES "| kurio sinusas lygus x ir žymimas arcsin x. 


Skaičiaus x € [-1; 1] arkkosinusu vadinamas skaičius iš interva- 
lo [0; x], kurio kosinusas lygus x ir žymimas arccos x. 
o . “у, TE T e T 
Skaičiaus x arktangentu vadinamas skaičius iš intervalo T 2) 


kurio tangentas lygus x ir Zymimas arctg x. 


Skaičiaus x arkkotangentu vadinamas skaičius iš intervalo (0; z), 
kurio kotangentas lygus x ir žymimas arcctg x. 


19. Pagrindinės atvirkštinių trigonometrinių 
funkcijų sąsajos 


sin(arcsin x) = x, kai (-1 <x < I), 
tg(arctg x) = x, kai x € R, 
cos(arccos x) = x, kai (-1 < x < I), 
ctg(arcctg x) = x, kai x є R. 
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20. Atvirkštinių trigonometrinių funkcijų grafikai (37—40pav.) 


y = arcsin x y = arccos x 


y-arcsinx n| У=агссозх 


37 pav. 38 pav. 


y 7 arctg x y 7 arcctg x 


39 pav. 40 pav. 


Harmoninių svyravimų grafikai — sinusoidės (kosinusoides). Har- 
moninį svyravimą apibūdina, pavyzdžiui, lygtys: 

y = Asin (Ox + Фф), y = Acos (ox + Фф), čia A,0 — bet kurios kon- 
stantos. A — svyravimo amplitude, o — svyravimo dažnis, ф — svyra- 
vimo pradinė fazė. 
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21. Paprasčiausių trigonometrinių lygčių sprendinių 
radimo formulių lentelė 


Pastabos 


Lygtis Sprendinių formulė 
sin x= a 
1. |ja| > 1 Lygtis sprendiniu neturi 
| sina- 2n n, 
2. Jd < 1 х= | x -агсѕіпа+2лп, ne Z 
2.1.a=0 
sin x= 0| X=nn,neZ 
T 
22.a-] x-—42nn,neZ 
sin x = 1 2 
Z т 
=< G 1 | x=5-7+2nn, пє 2 
sin x = — 2 
cos х= 2 
l. |а|> 1 Lygtis sprendiniy neturi 
2. la|s 1 x = zarccos a +2x n, ne Z 
2 T 
21.070. x=—+nn, пє 2 
cos х = 0 2 
2.2.a = 1 
соѕ х= 11| х= 27п, пє Z 
И. i x-n42nn,neZ 


arcsin (—a) = -arcsin a 


arccos (-a) = T — arccos a 


x=arctga+nn,neZ 


arctg (-a) = -arctg a 


tg x-a 
ctg Y= a 


x=arcctga+nn,neZ 


| arcc (—a) = x - arcetg a 


J 


22. Trigonometrinių nelygybių sprendimas 


Nelygybės, kurių kintamasis yra po trigonometrinių funkcijų Zen- 
klu, vadinamos trigonometrinėmis nelygybėmis. 
Paprasčiausios trigonometrinės nelygybės (sin x > a, sin x < a, 
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cos x > a, cos x < a, tg x > a, tg x <a, ctg x > a, ctg x < a) dažniau- 
siai sprendžiamos naudojantis atitinkamų trigonometrinių funkcijų 
grafikais arba vienetiniu apskritimu. Pastarasis būdas visų pirma tin- 
ka nelygybėms, kurių kintamasis yra po sin ar cos ženklu. Nelygybės, 
kurių kintamasis yra po tg ar ctg ženklu, reikėtų spręsti naudojantis tų 
funkcijų grafikais. 


23. Paprasčiausių trigonometrinių nelygybių sprendinių 
radimo formulių lentelė 


Nelygybė Sprendimai 


sin x<a 

a>1 x € (о; с) 

-1<a<1 -n – агсѕіп a + 2r n < x <arcsina + 2xz n, пє Z 
a«-1 Nelygybė sprendinių neturi 


sin r> a 

a>1 Nelygybė sprendinių neturi 

-1<a<1 arcsin a + 2 nn<x<n-arcsina+2nn,ne Z 
x € (œ; eo) 


cos x« a 

x € (—%; ©) 

arccos а + 2n п < x < 2п – arccos а + 2nn,ne Z 
Nelygybe sprendinių neturi 


cos r^ а 

a»1 Nelygybė sprendinių neturi 

-]«a«l -arccos а + 2л n < x < агссоѕ а + 2л n, n € Z 
a<-1 x € (—0; co) 


n 
n RH <x<arctga+nn,neZ 


T 
arctga+nT SESS PER, nez 


arcctga- ny <х<п+пт, пє 2 


пт < х <агссіва+птп, пє Z 


III. FUNKCIJOS ISVESTINÉ IR JOS TAIKYMAS 


1. Funkcijos riba ir tolydumas 


Apibrėžimas. Skaičių b vadiname funkcijos f riba taške a, kai, pa- 
sirinkus bet kokį є > 0, visi x + a, kurie pakankamai mažai skiriasi 
nuo a, tenkina nelygybę 

f(x) -bl <e. Žymima: lim f(x)=b 
Ribų teoremos 
1. lim (f(x)+ g(x)) = lim f(x)+ lim g(x); 
2. lim (f) - 80) = lim /(х) -lim g(2); 
3. lim Kf (x)= klim f(x), k - skaičius; 


‚ уу MIO — 
+ EP e) lim gp): 2m 8000 


Funkcijos tolydumas 


Apibrėžimas. Funkciją f vadiname tolydžia taške x,, kai 
lim /(х)= f(x). 
Svarbios ribos: 


. sinx | E» | 1 
N (1+2) =e; lim (1+2) =e e=27182818... 


x30 X x00 
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Neapibrėžtumai: 


ai (2 (o =), (e =), (°), (0%). (9, 


00 


2. Funkcijos išvestinės apibrėžimas 

Apibrėžimas. Funkcijos išvestine duotajame taške vadinama funk- 
cijos pokyčio šiame taške ir argumento pokyčio santykio riba, kai ar- 
gumento pokytis artėja prie nulio. 
f(x + Ax)- f(x) p 

Ax 

čia Ay = f(x, + Ax) — Дх,) - funkcijos pokytis, Ax = x - x, — 
argumento pokytis. 


=la aii 
f'G)- lim į = lim 


3. Elementariųjų funkcijų išvestinių lentelė 


Funkcijos išvestinė 
= c' = 0 


х' = 1 
(х”)' = пх"! 


Pastabos 


c — konstanta 


nl 


х> 0 


xz0 


aeR;a»0,az1 


aeR;a»0,az1 
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Funkcijos išvestinė Pastabos 


Я еи 1 
у = агсѕіп х (агсѕіп х) = 
1- x° 
{ 1 
у = arccos x (arccos х) =- 
l- x? 
= arctg x t = 
y g (arc gx) 12 
Š 1 
y = arcctg x t км! ле 
(агсс gx) = 
y= e (eee 
-1 (na) == 
у= ах na) =— 


4. Išvestinių skaičiavimo taisyklės 
(и + у)' = и + у; (uv) = иу + иу"; 
ç t , 
u| u'v-uv NR, " 
(cu)' = cu"; 2 = 17 0, čia u ir v funkcijos. 
5. Sudėtinės funkcijos išvestinė 


Jei funkcija f turi išvestinę taške x, o funkcija g turi išvestinę taš- 
ke y = f(x), tai sudėtinė funkcija h(x) = g(f(x)) taip pat turi išvestinę 
taške x ir yra teisinga lygybė A' (x) = g' (f(x)) - f' (x). 


6. Funkcijos grafiko 
liestinės taške lygtis 


Funkcijos y = f(x) grafiko liesti- 
nės taške xo lygtis yra 
y = Дх) + f' (ху) (x — ху) (41 pav.). 


41 pav. 
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7. Apytikslio skaičiavimo formulės 
1 
Јо) = ЈО) + f' Gu) Ах, Vl+ Ax 1+5 Ax. 


1 
Pvz. 41,06 = 1+0,06 = - 0,06 = 1,03, 
(1 + Ax) = 1 + nAx (n – sveikasis skaičius). 
Pvz.: 1,001'% = (1 + 0,001)? = 1 + 100 - 0,001 = 1,10. 


8. Funkcijos didéjimo ir maZéjimo intervalai 


Pakankamus funkcijos didėjimo ir mažėjimo intervale požymius iš- 
reiškia šios teoremos: 

1. Jeigu išvestinė f' (x) intervale (a; b) teigiama, tai funkcija f(x) 
tame intervale didėja. 

2. Jeigu išvestinė f'(x) intervale (a; b) neigiama, tai funkcija f(x) 
tame intervale mažėja. 

Vadinasi, funkcijos y = f(x) didėjimo intervalas yra nelygybės 
f'(x) > 0 sprendinys, o funkcijos f(x) mažėjimo intervalas yra nely- 
gybės f’ (х) < 0 sprendinys. 


9. Funkcijos kritiniai taškai 


Apibrėžimas. Funkcijos apibrėžimo srities vidiniai taškai, kuriuose 
jos išvestinė lygi nuliui arba neegzistuoja, vadinami kritiniais taškais. 


10. Funkcijos ekstremumo taškai 


Taškas x, yra: 

a) maksimumo taškas, jei taško x, aplinkoje funkcijos išvestinė 
keičia ženklą iš pliuso į minusą (42 pav.). 

b) minimumo taškas, jei taško x, aplinkoje funkcijos išvestinė kei- 
čia ženklą iš minuso į pliusą (43 pav.). 

Maksimumo ir minimumo taškai vadinami ekstremumo taškais, o 
funkcijos reikšmės tuose taškuose funkcijos ekstremumais. 
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42 pav. 43 pav. 


Funkcijos maksimumas Zy- Funkcijos minimumas Zy- 
mimas taip: f. = f (xo). mimas taip: foin = f(X). 


Ferma teorema (būtina funkcijos ekstremumo egzistavimo sąly- 
ga). Jei x, yra funkcijos f ekstremumo taškas ir tame taške egzistuo- 
ja išvestinė f“, tai ji lygi nuliui: f’ (x) = 0. 

Kritinis taškas x, vadinamas ekstremumo tašku, jei taško x, 
aplinkoje išvestinė keičia ženklą. 


11. Funkcijos perlinkio 
taškai 


Jeigu išvestinė f' (x,) = 0, bet 
taško x, aplinkoje nekeičia ženklo, 
tai funkcija f(x) taške x, neturi eks- 
tremumo. 

Taškas x, nėra nei maksimumo, 
nei minimumo taškas. Kreivė kerta 
liestinę, pereidama iš vienos jos pu- 
sės į kitą. Sakoma, kad kreivė persi- 
lenkia. Taškas N vadinamas perlin- 
kio tašku (44 pav.). 44 pav. 
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12. Funkcijos tyrimo schema 


Randama: 

1) funkcijos apibrėžimo sritis, 

2) nustatoma, ar funkcija yra lyginė, nelyginė, periodinė, 

3) funkcijos f grafiko ir koordinačių ašių susikirtimo taškai, 
4) pastovaus ženklo intervalai, 

5) didėjimo ir mažėjimo intervalai, 

6) ekstremumo taškai ir funkcijos f reikšmės tuose taškuose, 
7) funkcijos reikšmių sritis. 


13. Funkcijos didžiausioji ir mažiausioji 
reikšmė intervale 

Funkcijos didžiausiąją іг mažiausiąją reikšmę intervale [a; b] ieš- 
kome taip: 

1) randame funkcijos y = f(x) kritinius taškus intervale [a; 5], 

2) apskaičiuojame funkcijos reikšmes šiuose taškuose ir intervalo 
[a; b] galuose, 

3) iš visų gautųjų funkcijos reikšmių išrenkame didžiausiąją ir ma- 
žiausiąją reikšmes. 
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IV. PIRMYKSTÉ FUNKCIJA IR INTEGRALAS 


Pirmykštė funkcija 


Apibrėžimas. Funkcija F(x) vadinama funkcijos f(x) pirmykštė 
funkcija nurodytame intervale, kai visos x reikšmės iš to intervalo ten- 
kina lygybę F' (x) = f(x). 

1. Pagrindinė pirmykštės funkcijos savybė 

Jei F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija, tai funkcija F(x) + 

+ C (C - konstanta) taip pat yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija. 
2. Trys pirmykščių funkcijų radimo taisyklės 

1. Jei F yra funkcijos f pirmykštė funkcija, o G — funkcijos g pir- 

mykštė funkcija, tai F + G yra funkcijos f * g pirmykštė funkcija. 
(F+G)'=F'+G'=f+2. 

2. Jei F yra funkcijos f pirmykštė funkcija, o k — konstanta, tai kF 

yra funkcijos kf pirmykštė funkcija. 
(kF)' = kF' = kf. 
3. Jei F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija, o k + 0 ir b ~ 


1 
konstantos, tai rd (kx + b) yra funkcijos f(kx + b) pirmykštė funkcija. 


(Les 8) = LF (kes) к= fü D. 


3. Kai kurių funkcijų pirmykščių funkcijų radimo lentelė 


n+l x 
kx+C т In |x|+ С Ce +С -cosx * C|sinx +Cltgx +С|-сїрх +C 
na 
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Integralas 


1. Neapibrėžtinis integralas 


Pagrindinės formulės neapibrėžtiniams integralams apskaičiuoti: 
| f(x) dx= Е(х)+С, kur F (x)= f(x), C- konstanta; 
leo dx = k fro dx; 
( | f(x) dx) = у(х); 
Jes aco a= [ras + ко 
ДЕ b)dx = L Pass b)+C; 


[ж=х+с, 


x" 
fea- +C, nz-1; 
n+1 


1 
a In|x| + C; 
x 


Jens deo eoe 


Jesse sins c 


1 
=t : 
Е gx-4C; 


1 
LL dx = -ctg x + C; 


dx 
sinx 


= [0 


tg «C 


dx dž T 
-ntg —+— |+C; 
cosx [A2 2 
dx 1 х 
gras AŠ Tt а+ 0; 


ах es 
Бер == —+С, a=0. 
a = x a 


2. Apibrėžtinis integralas 


Jei | Rx)dx = F(x) + C, tai | Дх)ах = F(b) - F(a) - Niutono- 


Leibnico formule. 


dfx) = f' (x)dx. 


Svarbiausios integravimo taisyklés: 


| [Дх) + вах = | дада + / sCodx; 


| kfíx)dx = k | Дх)ах;, 


а а 
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kb +p 


b 
1 
[rs ma -i | soa к= 9, 
a ka +p 


| Дх)ах = J Дх)ах + | Aa)dx, c € [a, b]. 


3. Kreivinés trapecijos plotas (45, 46 pav.) 


45 pav. 46 pav. 


S = F(b) - F(a) = | Дх)ах, $ = | (Ax) — g(x))dx. 
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V. KOMBINATORIKOS, TIKIMYBIU TEORIJOS 
IR MATEMATINÉS STATISTIKOS PRADMENYS 


Kombinatorikos pradmenys 


1. Skaičiaus faktorialas 


Visų natūraliųjų skaičių nuo n iki 1 sandauga vadinama n faktoria- 
lu ir žymima n! (skaitome „en faktorialas“); n! = n(n-1) (n-2) ... 
3-2-1 = n (n-1)! Pvz.: 5! = 5-4-3-2-1 = 120. Susitarta, kad 0! = I. 


2. Aibė. Aibių sąjunga ir sankirta 


Aibe vadiname visumą daiktų, objektų, turinčių bendrą požymį. 
Pvz., mokinių klasė, studentų grupė, natūralieji skaičiai, realieji skai- 
čiai. 

Aibės daiktus įprasta vadinti elementais. 

Aibės dalis vadinama poaibiu. 

Apibrėžimas. Dviejų aibių A ir B sąjunga vadiname aibę AUB, ku- 
rios kiekvienas elementas priklauso bent vienai iš aibių A arba B. 

Sąjungos ženklas U skaitomas „arba“. Zodelis „arba“ reiškia, kad 
kiekvienas aibės AUB elementas priklauso arba aibei A, arba aibei B. 

Trijų ir daugiau aibių sąjunga apibrėžiama taip pat, kaip ir dviejų 
aibių sąjunga. 

Apibrėžimas. Dviejų aibių A ir B sankirta АОВ yra aibė, suside- 
danti iš tų elementų, kurie priklauso ir aibei A, ir aibei B. 

Panašiai apibrėžiama trijų ir didesnio skaičiaus aibių sankirta. 


3. Kombinatorinė sudėties taisyklė 


Jei daiktą (elementą) galima pasirinkti iš vienos aibės arba iš ki- 
tos aibės ir aibėse nėra bendrų daiktų (elementų), tai pasirinkimo ga- 
limybių skaičius lygus aibių elementų skaičių sumai. 
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4. Kombinatoriné daugybos taisyklé 


Jei elementą (daiktą) a galima pasirinkti iš aibės, turinčios m ele- 
mentų, ir kitą elementą (daiktą) b galima pasirinkti iš aibės, turinčios 
n elementų, tai galimybių parinkti (sudaryti) elementų porą a, b skai- 
čius lygus m-n. 

Tos taisyklės lengvai apibendrinamos trims ir daugiau aibių. 

5. Kėliniai 

Apibrėžimas. Bet kuris tam tikro skaičiaus objektų dėstinys 
(išdėstymas) vadinamas kėliniu. 

n skirtingų elementų kėlinių skaičius lygus n!. Kėlinių skaičius 
žymimas Р. 

P, = n(n-1) (n-2) ... 32-1 = nt. 
Pvz.: P, = 43:21 = 24. 
6. Gretiniai 

Apibrėžimas. Bet kuris k (k < n) elementų, paimtų i$ n elementų 
aibės, rinkinys vadinamas gretiniu iš n elementų po k. 

Gretinių i$ n elementų po k skaičius žymimas AX (k < n, n, k e N). 


Gretinių iš n elementų po k skaičiaus A* radimo formulė yra: 


At = n(n-1) (n-2)... (п-в) Ti I<k<n. 


Laikoma, kad A? =1, А0 =1. 


7. Deriniai 


Apibrėžimas. Objektų rinkinys, kuriame neatsižvelgiama į tų ob- 
jektų eilės tvarką, vadinamas deriniu. 

Bet kuris n-elementės aibės (nesutvarkytas) k-elementis poaibis 
(k < n) vadinamas deriniu iš n elementų po k elementų. 

Derinių iš п elementų ро k elementų skaičius yra žymimas Ct. 
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Derinių skaičiaus formulė: 


, _ n(n—-1) „(n-k+l) _ n! rs 
M“ 11124 bin (AS 


Pagrindinės derinių skaičiaus savybės 


C-C DEO O Ten, 
C Cel. 
10-9 
Pvz.: Co = Co" =С TA = 45. 


С) +С) = С. 
Tapatybė Ei uc! £C „1<k<n vadinama Paskalio taisykle. 


Naudojantis Paskalio taisykle, galima sudaryti С* reikšmių lentelę, 
kai n ir k nėra dideli. Tokia lentelė vadinama Paskalio trikampiu. 


8. Niutono formulė 
Su bet kuriuo natūraliuoju п teisinga lygybė: 
(а+ Б)" = С%а" +Cla""b+ Cab? + ... + Cia" bs. +C"b". 
Dėstinio dėmenų yra n + 1, dėstinio bet kuris dėmuo 
Tag 0. K50,12, s. 
ACT V Cr EIS 
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Tikimybių teorijos pradmenys 


1. Įvykio tikimybė 


Apibrėžimas. Tarkime, kad bandymas turi n vienodai galimų 
baigčių, vadinamų elementariaisiais įvykiais. Jei yra m įvykiui A 
palankių elementariųjų įvykių, tai įvykio A tikimybe vadinamas 
skaičius 


m 
Р(А)= —. 


2 [vykiu sajunga ir sankirta 


Apibrėžimas. Įvykių A ir B sąjunga vadinamas toks įvykis, kuris 
įvyksta, kai įvyksta bent vienas iš įvykių A arba B. Įvykių A ir B 
sąjungą Zymime taip: AUB. 

Apibrėžimas. Įvykių A ir B sankirta vadinamas įvykis АПВ, kuris 
įvyksta tada, kai įvyksta ir įvykis A, ir įvykis B. 

Galima nagrinėti trijų, keturių ir apskritai bet kurio skaičiaus 
įvykių sąjungą ir sankirtą. 

Apibrėžimas. Įvykis, kuris atliekant bandymą būtinai įvyksta, 
vadinamas būtinuoju, jis žymimas raide E. 

Būtinojo įvykio tikimybė P(E) = 1, nes m = n. 

Apibrėžimas. Įvykis, kuris atliekant bandymą, negali įvykti, 
vadinamas negalimuoju, jis žymimas, kaip ir tuščioji aibė ©. 

Negalimojo įvykio tikimybė Р(@) = 0, nes m = 0. 


3. Priešingo įvykio tikimybė 


Įvykiui A priešingas įvykis žymimas A. Jis įvyksta, kai įvykis A 
neįvyksta. 
Visi bandymo elementarieji įvykiai, kurie nėra palankūs įvykiui A, 
yra palankūs įvykiui 4. 
Priešingo įvykio tikimybė P(4)=1- P(A); 
P(A)=1- P(A). 


64 


4. Įvykių nesutaikomumas 


Apibrėžimas. Du įvykiai vadinami nesutaikomais, jei jie negali 
įvykti kartu, t. y. jei nėra abiems įvykiams palankaus elementariojo 
įvykio. K įvykių vadinami nesutaikomais, jei kiekvieni du iš šių 
įvykių yra nesutaikomi. 

Jei įvykiai A ir B yra nesutaikomi, tai jų sąjungos tikimybė lygi 
įvykių A ir B tikimybių sumai: 

P(AUB) = P(A) + P(B). 

Jei A, A,, ..., A, - nesutaikomi įvykiai, tai Р(А UA, У... ЧА) = P(A,) + 
+ P(A) +... + POL. 


5. Įvykių nepriklausomumas 

Apibrėžimas. Jei įvykiai A ir B yra nepriklausomi, tai 
P(AnB) = P(A) - P(B). 

Jei P(AnB) = P(A) : P(B), tai įvykiai A ir B yra nepriklausomi. 

Jei įvykiai A ir B yra nepriklausomi ir jų tikimybės yra teigiamos, 
tai jie nėra nesutaikomi. 

Apibrėžimas. Įvykiai А, A,, A,, ... vadinami nepriklausomais,kai 
tų įvykių bet kokio poaibio sankirtos tikimybė lygi to poaibio 
tikimybių sandaugai. 

6. Sąlyginė tikimybė 

Apibrėžimas. Jei įvykio B tikimybė P(B) > 0, tai sąlyginė įvykio 
A su sąlyga B tikimybė P(A/ B) apibrėžiama lygybe 
P(A n B) 

P(B) ` 


Pilnosios tikimybés formulé 


P(A/ В) = 


Jei elementariųjų įvykių aibės E skaidinj sudaro k poaibių (k 
nesutaikomų įvykių). 

E = A VA, U.. UA, ir P(A) > 0, i= 1,2, ..., k, tai bet kurio įvykio 
A tikimybe galima apskaičiuoti šitaip: 


P(A)=P(A/ A): P(A) - P(A/ A,)-P(A,)+ .. + Р(А / А,)-Р(А,). 


65 


7. Atsitiktiniai dydžiai 

Apibrėžimas. Atsitiktiniu dydžiu vadinama realioji funkcija, api- 
brėžta bandymo baigčių aibėje, t. y. elementariųjų įvykių aibėje. 

Atsitiktiniai dydžiai žymimi raidėmis X, Y, Z ir t. t. Atsitiktinio dy- 
džio X įgyjamos reikšmės — x,, x,, ..., x, . Atsitiktinio dydžio X įgy- 
jamų reikšmių x, x x tikimybės — p. = PIX = x}, 
PLAY as 

Dažniausiai atsitiktinis dydis apibrėžiamas nurodant jo įgyjamas 
reikšmes ir tikimybes, su kuriomis tos reikšmės įgyjamos. 

Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra funkcija P(X = xj, i = 1, 2, ..., п. 


2 еэ 


Skirstinys gali būti užrašomas lentele, 


8. Atsitiktinio dydžio matematinė viltis 

Apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X matematine viltimi (arba ma- 
tematiniu vidurkiu) vadinamas skaičius 
M(X)=x,D,+*,P, + ... +х,р, = 3 xp. 
i=1 
М(Х) – matematinės vilties žymėjimas. 
9. Atsitiktinio dydžio dispersija 

Apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X dispersija vadinamas skaičius 


D(X) = M(X - M(X)) = Ў(х, - M(X)) ` p.. 
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Statistikos pradmenys 


1. Imtis 


Statistiniam tyrimui pasirinkta tiriamų objektų dalis vadinama im- 
timi. Tų objektų stebėjimo (matavimo) rezultatai — skaičiai, žymimi 
X, X, ..., Xy Irgi vadinami imtimi. 

Imtyje X, X, --, X, gali būti lygių skaičių. Tada imtį galima užra- 
šyti dažnių lentele. 


y, — skirtingos imties reikšmės, 

n, — Skaičius imties reikšmių, lygių y, , 

n, - vadinamas y, dažniu. 

Pvz.: Imties 2, 1, 0, 1, 1, 2, 2, 0, 1, 1, 3 dažnių lentelė: 


Kai nurodytos skirtingos imties reikšmės ir jų skaičiai (dažniai), 
imtis vadinama sugrupuota. 


2. Imties skaitinės charakteristikos 


Apibrėžimas. Imties centru vadinamas didžiausios ir mažiausios 
imties reikšmių aritmetinis vidurkis. 

Imties centras žymimas raide c. 

Apibrėžimas. Imties x, x,, ..., x, vidurkiu vadinamas aritmetinis 
vidurkis 


х= (4 + x, + ... A 


Sugrupuotos imties vidurkis skaičiuojamas pagal formulę: 


1 1 
х= xy on +y, +... + »,n,) = Хот, čia k — grupių skaičius. 
i=l 
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3. Imties dispersija 


Apibrėžimas. Imties x,, x,, ..., x, dispersija vadinama duomenų 
skirtumų nuo imties vidurkio kvadratų suma, padalyta iš N. Imties dis- 


persija žymima s? ir apskaičiuojama pagal formulę: 
2 


1 = 
52 = 248 - x) . Kartais dispersija („pataisyta dispersija“) vadina- 
k=l 


mas skaičius (5 =x) + (x, - dan +(х, A = у(х E | 


ї=1 


1 2 
ygus NI s 
TONER Я 1 m 
Sugrupuotos imties dispersija s? = x Žano -x| ; 
kzl 
N 1 
Skirtumas s? "XI s? ux 7 yra mažas, kai N – didelis, 


todėl šios charakteristikos skiriasi nežymiai. 
4. Vidutinis kvadratinis nuokrypis 


Apibrėžimas. Imties x , x,, ..., x, vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu, 
arba tiesiog kvadratiniu nuokrypiu, vadinama kvadratinė šaknis iš 
imties dispersijos. Jis žymimas raide s. 


s= ŽŽ md 


5. Santykinis daZnis 
Jei atliekant bandymą N kartų, įvykis A įvyko m kartų, tai įvykio 
A santykiniu dažniu vadiname skaičių 


m 
h => 


A 
Įvykio santykinis dažnis turi savybę 0 < h, < 1. Yra įrodyta — 
didžiųjų skaičių dėsnis — kad, esant dideliam N (bandymų skaičiui), 
tikimybė, kad skirtumas D - P(A)| igis maZas (artimas nuliui) 
reikšmes yra artima vienetui. Todėl praktikoje (dažnai) laikoma, kad 
P(A)=h,, kai N - didelis. 
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GEOMETRIJA 


PLANIMETRIJA 


1. Kampai 


Figūra, kurią sudaro du spinduliai, turintys bendrą pradžią, vadina- 
ma kampu. 


Gretutiniai ir kryžminiai kampai 


Du kampai, kurių viena kraštinė bendra, o kitos dvi kraštinės yra 
papildomieji spinduliai (sudaro tiesę), vadinami gretutiniais kampais 
(47 pav.). 

Kampai ACB ir BCD - gretutiniai. < АСВ + Z BCD = 180°. 

Du kampai, kurių vieno kraštinės yra kito kampo kraštinių papil- 
domieji spinduliai, vadinami kryžminiais kampais (48 pav.). 


47 pav. 48 pav. 
Kampai ACE ir DCB - kryžminiai. Z ACE = Z DCB. 
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49 pav. 


Kampai, gaunami dvi lygiagrečias 
tieses kertant trečiąja tiese (49 pav.) 

131/5, <4ir X 6 — viena- 
šaliai kampai, 

Z 3ir Z6, Z 4 1r Z 5- vidaus 
priešiniai kampai. 

Z lir Z5,Z 21 ZX 6, Z3ir Z 
7, 241 2 8 – atitinkamieji kam- 
pai. X l ir Z 8, Z 2 ir ZX 7 — išorės 
priešiniai kampai. 

41=#/5,/2=/6,/3=/ 
7, Z4=Z8, 4+ X 6 = 180°, Z 


3 + ZX 5 = 180°, ZÉ 1 + Z 7? = 180°, Z 2 + ZX 8 = 180“. 


50 pav. 


51 pav. 


Centriniai ir įbrėžtiniai 
kampai 

Kampas, kurio viršūnė yra ap- 
skritimo centras, vadinamas jo cen- 
triniu kampu (50 pav.). 

2 АОВ - centrinis kampas. 

Lanko ALB laipsniniu matu lai- 
komas centrinio kampo AOB laips- 
ninis matas. 

U ALB = 2 АОВ. 

Kampas, kurio viršūnė yra ap- 
skritimo taškas, o kraštinės kerta ap- 
skritimą, vadinamas įbrėžtiniu 
kampu (51 pav.). 

Z ABC - įbrėžtinis kampas. 

Įbrėžtinis kampas matuojamas 
puse lanko, į kurį jis remiasi. 


1 
2 ABC = zM 4C. 


Įbrėžtiniai kampai, kurie remiasi į tą patį lanką AC, yra lygūs, t. y. 
< ABC = 2 AB,C (52 pav.). 


Įbrėžtinis kampas, besiremiantis į pusapskritimį — status, t. y. 
Z ABC = 90° (53 pav.). 


Z ABC ir 2 АКС - įbrėžtiniai (54 pav.). 

Z AOC - centrinis. 

Jeigu apskritimo centras O ir 
įbrėžtinio kampo ABC viršūnė yra 
vienoje stygos AC pusėje, tai 


1 
2 АВС = 2 2 АОС. 


Jeigu apskritimo centras О ir 
įbrėžtinio kampo AKC viršūnė K yra 
skirtingose stygos AC pusėse, tai 


1 
Z АКС =180*- > Z АОС. 


54 pav. 
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Apibrėžtiniai kampai 


56 pav. 


12 


Z PMQ - apibrėžtinis (55 pav.). 

MP ir MO ~ apskritimo liestinės, 
išeinančios iš vieno taško M. 

1. MP = МО. 

2. MO yra kampo PMO pusiau- 
kampinė. 

3. OP LMP, OQ 1 MO. 


ГУ, U 
4. 2 РМО = 2 PEQ- QNP |. 
Kampas, kurj sudaro dvi kirstinés 
(56 pav.) 
p AS O 
2 АОВ = 1(4в-ср), 
Kampas, kurj sudaro apskritimo 
liestinė ir styga, einanti per tą patį 
bendrą apskritimo tašką (57 pav.) 
1 U 
2 ВАС = „28 arba / BAC = 


1 
= – Z АОВ. 
2 


Kampas, kurj sudaro dvi susiker- 
tancios stygos (58 pav.) 


iZ Ө, 
Z AMD = | AD+CB J, lankas AD 


yra tarp kampo kraštinių, o lankas 
CB tarp kraštinių tęsinių. 

Susikertančių apskritimo stygų 
savybė: 


MA- МВ = MC МР. 


58 pav. 59 pav. 
Kampas, kurį sudaro liestiné ir kirstiné (59 pav.) 


[ri X5 
< AMB - ^| BA- AC J, be to, MA? = МВ · MC. 


Kampo kraštinių kirtimas lygiagrečiomis tiesémis (60 pav.) 


AA, || BB, || CC, 
QA OB OC. 
OA, OB, OC, 
OB OB, BB, 
OA OA, AA 
OC os бы. 
OA OA, AA! 
Ge ыс о. 
OB OB, BB, 


60 pav. 
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Talio teorema: 
Jei OA, = АВ = BC, ir AA, || BB, || CC, tai ОА = АВ = BC. 


2. Trikampiai (61 pav.) 


a, b, c - trikampio kraštinės 

a, B, y - trikampio kampai, 

о", B, у - trikampio priekampiai, 

h, h,, h, - trikampio aukštinės, 
nuleistos iš trikampio viršūnių į tie- 
ses, kuriose yra atitinkamos priešais 
esančios kraštinės a, b, c, 

m,, m,, m, — trikampio pusiau- 
kraštinės, jungiančios trikampio vir- 
$ünes su priešais esančių kraštinių 

61 pav. a, b, c vidurio taškais, 
L, 1,, 1, - trikampio pusiaukam- 
pinės, jungiančios trikampio viršūnes su priešais esančių kraštinių a, 
b, c taškais, 

MN - trikampio vidurinė linija, 

R - apie trikampį apibrėžto apskritimo spindulys, 

r - į trikampį įbrėžto apskritimo spindulys, 

S — trikampio ABC plotas. 


5 


AABC 


Trikampio kampų suma 


а + В + у = 180°. 


Trikampio priekampių savybės 


q'eptypemwtyyv' 0564 ге роот рона иу 
Y ' > G, y ' > B. 


Trikampio nelygybë 
a<b+cb<a+cc<a+b. 
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Sinusy teorema 


a b с 
T R 
sina sing siny 


Kosinusų teorema 


а? = b + c2 — 2bc cosa, 
b2 = a2 + c2 — 2ac cos B, 
с? = а? + b — 2ab соѕ ү. 


Trikampio perimetras ir pusperimetris 
a+b+c 


2 
Trikampio vidurinës linijos savybës 


P=a+b+c, P= 


Trikampio vidurine linija vadinama atkarpa, jungianti jo dvieju 
kraštiniu vidurio taškus. 

Trikampio vidurinë linija lygiagreti vienai Jo kraštinei ir lygi pu- 
sei tos kraštinės. 


b 
MN || AC, MN =>. 
Trikampio plotas 


1 1 1 
S--ah; S--bh; S--ch; 
2 2 2 


1 1 1 
S=-acsinB; S--absiny; S--bcsina; 
2 2 2 


s= d p(p - a(p - b(p - c) - Herono formulė. 


Apibrėžimas. Du trikampiai lygūs, kai vieno trikampio kraštinės 
ir kampai atitinkamai lygūs kito trikampio kraštinėms ir kampams, 
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Trikampių lygumo požymiai 


Pirmasis trikampių lygumo požymis. Jei vieno trikampio dvi 
kraštinės ir kampas tarp jų atitinkamai lygūs kito trikampio dviem 
kraštinėms ir kampui tarp jų, tai tie trikampiai yra lygūs (pagal dvi 
kraštines ir kampą tarp jų). 

Antrasis trikampių lygumo požymis. Jei vieno trikampio kraštinė 
ir du prie jos esantys kampai atitinkamai lygūs kito trikampio krašti- 
nei ir dviem prie jos esantiems kampams, tai tie trikampiai lygūs (ра- 
gal kraštinę ir prie jos esančius kampus). 

Trečiasis trikampių lygumo požymis. Jei vieno trikampio visos 
kraštinės atitinkamai lygios kito trikampio visoms kraštinėms, tai tie 
trikampiai lygūs (pagal tris trikampio kraštines). 

Apibrėžimas. Du trikampiai, kurių kampai atitinkamai lygūs ir 
vieno trikampio kraštinės proporcingos atitinkamoms kito trikampio 
kraštinėms, vadinami panašiais, t. y. du trikampiai ABC ir ABC, 
panašūs, jei ZA = ZX А, Z B= ZBZ C=C Ir 

AB BC CA 

AB, BC, CA 

Trikampių panašumas žymimas: ДАВС с» AAB C. . 


-=k — panašumo koeficientas. 
1 


Trikampių panašumo požymiai 


Pirmasis trikampių panašumo požymis. Jei vieno trikampio du 
kampai atitinkamai lygūs kito trikampio dviem kampams, tai tie tri- 
kampiai panašūs. 

Antrasis trikampių panašumo požymis. Jei vieno trikampio dvi 
kraštinės proporcingos kito trikampio dviem kraštinėms ir kampai tarp 
tų kraštinių lygūs, tai tie trikampiai panašūs. 

Trečiasis trikampių panašumo požymis. Jei vieno trikampio vi- 
sos trys kraštinės proporcingos kito trikampio kraštinėms, tai tie tri- 
kampiai panašūs. 
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Panašiųjų trikampių plotų santykis 


Dviejų panašiųjų trikampių plotų santykis lygus panašumo 
koeficiento kvadratui, t. y. 


Trikampio pusiaukraštinės, pusiaukampinės ir aukštinės 


Atkarpa, jungianti trikampio vir- 
šūnę su prieš ją esančios kraštinės 
viduriu, vadinama trikampio pusiau- 
kraštine. 

Trikampio pusiaukraštinės susi- 
kerta viename taške. Šis taškas dali- 
ja kiekvieną pusiaukraštinę santykiu 
2: 1 (pradedant nuo viršūnės) (62 
pav.). 


2 1 
OB--BE, OE = — ВЕ; 
3 3 
2 l 
OC=-CF, OF =—CF; 
3 3 
2 l 
ОА = = AD, Ор = – АР; 
3 3 
1 
m, = 2(b? +с?)-а?; 
1 
m, => Xa? + c2)- P2; 
1 — 
m. => Xa? +b?) -c?. 


Trikampio kampo pusiaukampinės atkarpa, jungianti trikampio vir- 
šūnę su prieš ją esančios kraštinės tašku, vadinama trikampio pusiau- 
kampine (63 pav.) 
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Trikampio pusiaukampinės susikerta viename taške, kuris yra 
įbrėžtinio apskritimo centras. 

Pusiaukampinė dalija priešingąją kraštinę į dvi dalis, atitinkamai 
proporcingas kitoms dviem trikampio kraštinėms m : n = b : c. 


l = 4bc- mn, 


a 


V be(a* b c)(b-c- a) 


b+c 
Statmuo, nuleistas iš trikampio viršūnės į tiesę, kurioje yra prieš 
viršūnę esanti kraštinė, vadinama trikampio aukštine. 
Trikampio aukštinės skaičiavimo formulė: 


y -2 _ 2l p -alp -bp c) 


оа а 


а 


Į trikampį įbrėžtas apskritimas 
Į kiekvieną trikampį galima įbrėžti apskritimą (64 pav.). 
Į trikampį įbrėžto apskritimo centras yra to trikampio pusiaukam- 
pinių susikirtimo taškas. 


S | 25 J 
r=—,lr= В 
р a+b+c 


Apie trikampį apibrėžtas apskritimas 


Apie kiekvieną trikampį galima apibrėžti apskritimą (65 pav.) 
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Apie trikampį apibrėžto apskritimo centras yra to trikampio 
kraštinių vidurio statmenų susikirtimo taškas. 


abc 


ES 
Lygiašonis trikampis 
Trikampis, kurio dvi kraštinės lygios, vadinamas lygiašoniu, t. y. 
a=c,b- pagrindas, a ir c — šoninės kraštinės. 
Lygiašonio trikampio kampai prie pagrindo lygūs, t. y. а = y. 
Lygiašonio trikampio aukštinė, pusiaukampinė ir pusiaukraštinė, 
nubrėžtos į pagrindą, sutampa, t. y. А, = m, = I, . 
Lygiakraštis trikampis 
Trikampis, kurio visos kraštinės lygios, vadinamas lygiakraščiu, t. y. 
а= Ь = с. 
Lygiakraščio trikampio: а = В = y = 60°; 
„== m; h, = = ть; h = RMS 


aN3 ауз a^ 4/3 
m Ў 


Statusis trikampis 


Trikampis, kurio vienas kampas status, vadinamas staciuoju (66 pav.). 
Z C = 90°, a, b — statiniai, c — jZambine. 
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Stačiųjų trikampių savybės 


1. Stačiojo trikampio dviejų smailiųjų kampų suma lygi 90°, t. y. 
Z A +Z В = 90°. 
2. Stačiojo trikampio statinis, esantis prieš 30? kampą, lygus pu- 


с 
sei įžambinės, t. y. jei Z A = 30°, tai а= > 


3. Jei stačiojo trikampio statinis lygus pusei įžambinės, tai prieš tą 
statinį esantis kampas lygus 30“. 


1 
Stačiojo trikampio plotas 5 = „22 


Stačiojo trikampio kraštinių ir kampų ryšiai 


j a b a b 
sinA=-; cosA=—; tgA=—; ctgA-—; 
c c b a 

| b a b a 
sinB-—; cosB-—; tgB-—; ctgB=-. 
с с а Ь 


Pitagoro teorema. Staciojo trikampio jZambines kvadratas lygus 
statinių kvadratų sumai: 


с? = а? + b°. 


Į statųjį trikampį įbrėžtas ir apie statųjį trikampį apibrėžtas 
apskritimas (67 pav.) 
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О — įbrėžto apskritimo centras. 
O, - apibrėžto apskritimo centras, jis yra įžambinės vidurio taškas. 


R= S; 
2 2 


3. Keturkampiai 


Lygiagretainis 


Apibrėžimas. Lygiagretainiu 
vadinamas keturkampis, kurio prie- 
šingosios kraštinės yra lygiagrečios 
(68 pav.). 

a, b- lygiagretainio kraštinės, 
h,» h, - lygiagretainio aukštinės, 
d,, d, - lygiagretainio įstrižainės, 
a, y - lygiagretainio kampai, 

a + y = 180°. 


Lygiagretainio savybės 


1. Lygiagretainio priešingosios kraštinės yra lygios, priešingieji 
kampai lygūs. 

2. Lygiagretainio įstrižainių susikirtimo taškas kiekvieną jų dalija 
pusiau. 


Lygiagretainio požymiai 


1. Jei keturkampio dvi kraštinės lygios ir lygiagrečios, tai tas ke- 
turkampis yra lygiagretainis. 

2. Jei keturkampio priešingosios kraštinės lygios, tai tas keturkam- 
pis yra lygiagretainis. 

3. Jei keturkampio įstrižainės susikerta ir jų susikirtimo taškas 
kiekvieną įstrižainę dalija pusiau, tai tas keturkampis yra lygiagretai- 
nis. 
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Lygiagretainio plotas 
S-ah,S-bh,, S = ab sin а. 
Lygiagretainio kraštinių ir įstrižainių ryšys 
d? +d? =2(а? +). 
Stačiakampis, rombas, kvadratas 


Stačiakampiu vadinamas lygiagretainis, kurio visi kampai statūs 
(69 pav.). 

Rombu vadinamas lygiagretai- 
nis, kurio visos kraštinės lygios 
(70 pav.). 

Kvadratu vadinamas stačiakam- 
pis, kurio visos kraštinės lygios 
(71 pav.). 


d 1 d,, 
$ = а? sina, 


d? +4 = 442, 
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d, = a, 

d 1а, 

5 = а? 
а? 

em 
2 


Trapecija 


Apibrėžimas. Trapecija vadina- 
mas keturkampis, kurio dvi priešin- 
gosios kraštinės lygiagrečios, o kitos 
dvi kraštinės nelygiagrečios (72 
pav.). 

a, b - trapecijos pagrindai, 

MN - trapecijos vidurinė linija, 


MN = 
Ž 
Trapecijos plotas 
a+b 
TA 
Lygiašonė trapecija 


S= h. 


Trapecija, kurios šoninės krašti- 
nės lygios, vadinama lygiašone (73 
pav.). Trapecija, kurios vienas kam- 
pas status, vadinama stačiąja. 


AB = CD, a=y, d =d, 73 pav. 
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Įbrėžtiniai keturkampiai (74 pav.). 


Apie keturkampį ne visada gali- 
ma apibrėžti apskritimą. 

Iš visų lygiagretainių tik apie sta- 
čiakampį (atskirai imant kvadratą) 
galima apibrėžti apskritimą, jo cen-- 
tras yra įstrižainių susikirtimo taš- 
kas. 

Jeigu apie keturkampį galima 
apibrėžti apskritimą, tai jo kampams 
būdinga tokia savybė: 

Kiekvieno įbrėžtinio keturkam- 
pio priešingųjų kampų suma lygi 
180“, t. y. 

ZA+ZC= <D+<B= 180“. 

Teisingas ir atvirkštinis teiginys: jeigu keturkampio priešingųjų 
kampų suma lygi 180°, tai apie jį galima apibrėžti apskritimą. 

Apie trapeciją galima apibrėžti apskritimą tik tada, kai ji yra lygia- 
šonė. 

ac + bd = ef (Ptolomėjo teorema) (žr. 74 pav.) 


74 pav. 


Apibrėžtiniai keturkampiai (75 pav.) 


Ne į kiekvieną keturkampį gali- 
ma įbrėžti apskritimą. 


D c C Ms ANTO IN 
[^ E Jeigu į keturkampį galima įbrėž- 
ti apskritimą, tai jo kraštinėms bū- 
d b dinga šitokia savybė: 
| Kiekvieno apibreztinio ketur- 
p.i kampio priešingųjų kraštinių sumos 
^ ^ B lygios: 


AB + CD = BC + AD. 


75 pav. 
Teisingas ir atvirkštinis teiginys: jei iškiliojo keturkampio priešin- 
gųjų kraštinių sumos lygios, tai į jį galima įbrėžti apskritimą. 
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Iš visų lygiagretainių tik į rombą (atskirai imant į kvadratą) gali- 
ma įbrėžti apskritimą. Jo centras yra įstrižainių susikirtimo taškas. 

S = rp, kur r — į keturkampj įbrėžto apskritimo spindulys, p — pus- 
perimetris. 


Taisyklingieji daugiakampiai 


Taisyklinguoju daugiakampiu 
vadinamas iškilasis daugiakampis, 
kurio visi kampai lygūs ir visos 
kraštinės lygios. 

Taisyklingojo n-kampio visų 
kampų suma lygi (n — 2) 180“, visi 
kampai lygūs, todėl kiekvienas tai- 
syklingojo n-kampio kampas lygus 

n-2 
———180°. 
п 

Apie kiekvieną taisyklingąjį dau- 
giakampį galima apibrėžti ir į jį galima įbrėžti apskritimą (76 pav.). 

Apibrėžtinio ir įbrėžtinio apskritimų centras yra taisyklingojo dau- 
giakampio centras. 


76 pav. 


a, — taisyklingojo n-kampio kraštinės ilgis, 
R — apibrėžtinio apskritimo spindulys, 
r — įbrėžtinio apskritimo spindulys, 
80? 180? 
; r-Rcos * 
п п 


a, - 2Rsin 


Taisyklingo 


daugiakampio 
rūšis 
Trikampis 180° 
— S 
Ketukkampis 360° 
T 
Šešiakampis 720° 
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Įbrėžtinio taisyklingojo trikampio kraštinė: a, = R43. 
Įbrėžtinio kvadrato kraštinė: 4, = RN2. 
Įbrėžtinio taisyklingojo šešiakampio kraštinė: a, = R. 


Taisyklingojo daugiakampio plotas 


n 1 
S=—a-r=- Pr. 
2 2 


4. Apskritimas ir skritulys 


Apibrėžimas. Apskritimu vadinama geometrinė figūra, sudaryta 
iš visų taškų, nutolusių nuo vieno taško tuo pačiu atstumu. 

Apskritimo apribota plokštumos dalis vadinama skrituliu (77 
pav.). 

Skritulio išpjova vadinama skritulio dalis, kurią riboja lankas ir du 
spinduliai, jungiantys lanko galus su skritulio centru (78 pav.). 

Skritulio nuopjova vadinama skritulio ir pusplokštumės bendroji 
dalis (79, 80 pav.). 


К – apskritimo (skritulio) spindulys; 
C = 2nR - apskritimo ilgis; 

C 
T= 2R ^ apskritimo ilgio ir skersmens santykis yra tas pats, kad 

ir kokie büty apskritimai; 

п — iracionalusis skaičius, л = 3,1416...; 
S = 1? — skritulio plotas; 

nRa 
$ = 

` 360 

a — lanko didumas laipsniais; 


2 


— skritulio išpjovos plotas; 


s = 369 
čia $, — trikampio, kurio viršūnės yra skritulio centras ir atitinka- 


a +5, – skritulio nuopjovos plotas, 
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79 pav. 80 pav. 


mą išpjovą ribojančių spindulių galai, plotas. Ženklą „—” reikia imti 
tada, kai а < 180°, o ženklą „+“ tada, kai а > 180°. 


a 
[= —— - lanko, atitinkančio kampą a, ilgis. 
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STEREOMETRIJA 


1. Stereometrijos aksiomos 


Per bet kuriuos tris taškus, esančius ne vienoje tiesėje, eina plokš- 
tuma, tačiau tik viena. 

Jei du tiesės taškai yra plokštumoje, tai visi tos tiesės taškai yra to- 
je plokštumoje. 

Jei dvi plokštumos turi bendrą tašką, tai jos turi bendrą tiesę; toje 
tiesėje yra visi bendri tų plokštumų taškai. 

Keletas aksiomų išvadų. 


1 Teorema. Per tiesę ir joje nesantį tašką eina plokštuma, tačiau 
tik viena. 


2 Teorema. Per dvi susikertančias tieses eina plokštuma, tačiau tik 
viena. 

Žymėjimai: 

a, B, y - plokštumos, a, b, c — tiesės, A, B, C — taškai. 


2. Tiesių tarpusavio padėtis erdvėje 


1) Tiesės susikerta; 

Apibrėžimas. Susikertančio- 
siomis tiesėmis vadinamos tiesės, 
kurios turi tik vieną bendrą tašką 
(81 pav.); 

2) Tiesės lygiagrečios; 

Apibrėžimas. Lygiagrečiosio- 
mis tiesėmis erdvėje vadinamos dvi 
tiesės, kurios yra vienoje plokštu- 
moje ir neturi bendrų taškų (82 
pav.). Žymima a || b; 
anb=A 3) Tiesės prasilenkiančios; 


81 pav. 


88 


Apibrėžimas. Dvi tiesės, kurios nėra vienoje plokštumoje, vadina- 
mos prasilenkiančiosiomis tiesėmis (83 pav.). 


82 pav. 83 pav. 
айр = д. аєо, Беа 


3. Kampas tarp 
prasilenkiančiųjų tiesių 


Sakykime, AB ir CD - dvi prasi- 
lenkiančiosios tiesės (84 pav.). Tie- 
sėje CD paimkime tašką M ir per jį 
išveskime tiesę A' B' || AB. Kampas 
tarp tiesių A' B' ir CD bus 9. Tai bus 
kampas tarp prasilenkiančiųjų tiesių 
AB ir CD. 


4. Plokštumos erdvėje 
1) Plokštumos susikerta (jų susikirtimo linija yra tiesė) (85 pav.). 
2) Lygiagrečiosios plokštumos 
Apibrėžimas. Dvi plokštumos, kurios nesusikerta, vadinamos ly- 
giagrečiosiomis plokštumomis (86 pav.). 
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85 pav. 86 pav. 
anp-a a || B 
Dviejų plokštumų lygiagretumo požymis 


Teorema. Jei vienos plokštumos dvi susikertančiosios tiesės 
lygiagrečios kitos plokštumos dviem tiesėms, tai tos plokštumos 
lygiagrečios (87 pav.). 


5. Tiesės ir plokštumos padėtis erdvėje 


1) Tiesė ir plokštuma susikerta; tiesė ir plokštuma turi vieną bendrą 
tašką (88 pav). 


- 


87 pav. 88 pav. 
Jei a || a,, ir b || b,, tada a || B. anña =A 
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2) Tiesė priklauso plokštumai (89 pav.). 

3) Tiesė lygiagreti plokštumai (90 pav.). 

Apibrėžimas. Tiesė ir plokštuma, kurios neturi bendrų taškų, 
vadinamos lygiagrečiosiomis. Žymima a || B. 


===: 
89 pav. 90 pav. 
aea a no = 0 


Tiesës ir plokštumos lygiagretumo poZymis 


Teorema. Jei plokštumoje esanti tiesė lygiagreti kuriai nors toje 
plokštumoje esančiai tiesei, tai ta tiesė lygiagreti plokštumai (91 pav.). 


91 pav. 
Tiesė b yra plokštumoje a (a ¢ a). 
Jei a || b, tai a || a. 
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6. Tiesés ir plokštumos statmenumas 


Statmenosiomis (viena kitai statmenomis) tiesémis vadinamos dvi 
tieses, kurios sudaro 90? kampa. 

ApibréZimas. Tiese, kuri statme- 
na kiekvienai tiesei, esančiai plokš-. 
tumoje, vadinama tai plokštumai 
statmena tiese. Žymima ala. 


Tiesės ir plokštumos 
statmenumo požymis 


Teorema. Jei tiesė statmena 
dviem susikertančioms tiesėms, 
esančioms plokštumoje, tai ji stat- 
mena tai plokštumai (92 pav.). 

92 pav. Jeia Lqira L p, tai a 1 o. 


7. Statmuo ir pasviroji (93 pav.) 


Statmeniu plokštumai, išvestu iš kurio nors taško, vadinama at- 
karpa, jungianti tą tašką su plokštumos tašku ir esanti plokštumai stat- 
menoje tiesėje. Tos atkarpos galas, esantis plokštumoje, vadinamas 
statmens pagrindu. 

Pasvirąja plokštumai, išvesta iš 
kurio nors taško, vadinama kiekvie- 
A na jai nestatmena atkarpa, kurios 

vienas galas yra minėtas taškas, ki- 
N tas galas — plokštumos taškas. At- 

karpos galas, esantis plokštumoje, 
gm vadinamas pasvirosios pagrindu. 

Atkarpa, Jungianti statmens ir pa- 
svirosios, išvestų iš to paties taško, 
pagrindus, vadinama pasvirosios 
93 pav. projekcija. 
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AB — statmuo plokštumai a, 
AC - pasviroji, 
BC - pasvirosios AC projekcija plokštumoje a. 


Triju statmeny teorema 


Teorema. Tiesė, išvesta plokštu- 
moje, statmena pasvirosios projekci- 
jai toje plokštumoje, yra statmena ir 
pasvirajai (94 pav.). 


A 
AH - statmuo plokštumai a, N 


AM - pasviroji, [ONE / 
а - tiesė, išvesta plokštumoje a, 


statmena pasvirosios projekcijai HM. 
Jei a L HM, tai a L AM. 
Atvirkštinė teorema. Tiesė, iš- 
vesta plokštumoje, statmena pasvira- 94 pav. 
jai, yra statmena ir jos projekcijai. 


8. Kampas tarp tiesės ir plokštumos 


Apibrėžimas. Kampu tarp tiesės ir plokštumos, kertančios tą 
tiesę ir jai nestatmenos, vadinamas kampas tarp tiesės ir jos pro- 
jekcijos plokštumoje (95 pav.) 


95 pav. 
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9. Dvisienis kampas 


Apibrėžimas. Dvisieniu kampu 
vadinama figūra, kurią sudaro tiesė 
a bei dvi pusplokštumės, turinčios 
bendrą kraštą a (96 pav.). 

Dvisienio kampo briaunoje CD 
pažymėkime kurį nors tašką O ir 
kiekvienoje sienoje iš to taško išves- 
kime briaunai statmeną spindulį, t. 
y. AO L CD ir BO L CD. Ty spin- 
duliy sudarytas kampas vadinamas 
dvisienio kampo tiesiniu kampu. 

Dvisienio kampo laipsniniu matu 
vadinamas jo tiesinio kampo laipsninis matas, t. y. dvisienis kampas 
matuojamas tiesiniu kampu. 


96 pav. 


10. Plokštumų statmenumas 


ApibréZimas. Statmenomis (vie- 
na kitai statmenomis) plokštumo- 
mis vadinamos dvi susikertančios 
plokštumos, kampas tarp kurių ly- 
gus 90? (97 pav.). Žymima a 1 P. 


Dviejų plokštumų statmenumo 
požymis 


Teorema. Jei viena iš dviejų 

97 pav. plokštumų eina per tiesę, statmeną 
kitai plokštumai, tai tos plokštumos viena kitai statmenos, t. y. jei о 
eina per tiesę AB ir AB L р, tai a L B. 
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11. Trisienis ir daugiasienis kampai 


Trisieniu kampu vadinama erd- 
vės dalis, kurią riboja trys plokštie- 
ji kampai, turintys bendrą viršūnę, ir 
kiekvieni du gretimi po vieną ben- 
drą kraštinę (briauną) ir visi trys, 
neturintys bendros briaunos (98 
pav.). 

Plokščiasis kampas — kampas, 
priklausantis vienai plokštumai. 


B 
98 pav. 


Trisienio kampo savybės 
1. Visų plokščiųjų kampų suma 
mažesnė už 360“, t. y. а + B + y < 360°. 
2. Kiekvienas plokščiasis kampas mažesnis už kitų dviejų plokščių- 
jų kampų sumą, t. y a <B+y;B<a+y;y<a+ В. 


Daugiasieniu kampu vadinama 
erdvės dalis, kurią riboja n plokščių- 
jų kampų, turinčių bendrą viršūnę, ir 
kiekvieni du gretimi po vieną ben- 
drą kraštinę (briauną) ir jokie trys ir 
daugiau, neturintys bendros briau- 
nos (99 pav.). 

Kertant daugiasienį kampą 
plokštuma, neinančia per jo viršūnę 
S, pjūvyje gaunamas daugiakampis. 


Briaunainiai 


Briaunainiu vadinamas kūnas, kurio paviršius yra baigtinio 
skaičiaus daugiakampių sąjunga. 

Yra iškilieji ir neiškilieji briaunainiai. Briaunainis, kuris yra jo 
kiekvienos sienos plokštumos vienoje pusėje, vadinamas iškiliuoju 
briaunainiu. Nagrinėsime tik iškiliuosius briaunainius. 

Briaunainio paviršiaus plotu vadinama visų jo sienų plotų suma. 
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1. Prizmė 


Apibrėžimas. Prizme vadina- 
mas briaunainis, kurio dvi sienos 
yra lygiagrečiose plokštumose esan- 
tys vienavardžiai daugiakampiai, .o 
bet kurios dvi tose plokštumose ne- 
sančios briaunos yra lygiagrečios. 

Prizmė, kurios šoninės briaunos 
statmenos pagrindams, vadinama 
stačiąja (100 pav.), priešingu atve- 
ju - pasvirąja. Stačioji prizmė, ku- 
rios pagrindai yra taisyklingieji dau- 
giakampiai, vadinama taisyklingąja 
prizme. Prizmės paviršiaus plotu 
vadinama visų jos sienų plotų suma, o prizmės šoninio paviršiaus plo- 
tu — jos šoninių sienų plotų suma. 

AA, = BB, = CC, = H - prizmės aukštinė. 

Stačiosios prizmės šoninio paviršiaus plotas lygus prizmės pagrin- 
do perimetro ir aukštinės sandaugai. 

a. = P : H. 

Prizmës paviršiaus plotas 

S= Sion, T 2S ag „čia Das“ prizmės pagrindo plotas. 

Prizmės tūris "aus pagrindo ploto ir aukštinės sandaugai 

yoxs W. 


100 pav. 


Pasviroji prizmé (101 pav.) 


Pasvirosios prizmės šoninio pa- 
viršiaus plotas lygus statmenojo pjü- 
vio perimetro ir šoninės briaunos 


sandaugai 
Sos = st I, 
Š = S, 25 
Son pagr. 


Pasvirosios prizmes türis lygus 
jos statmenojo pjūvio ploto ir šoni- 
nės briaunos sandaugai, 


y-Q.L 
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2. Gretasienis. Staciakampis gretasienis 


Prizme, kurios pagrindai lygiag- 
retainial, vadinama gretasieniu. 
Gretasienis, kurio Sonines briaunos 
statmenos pagrindams, vadinamas 
stačiuoju (102 pav.). Statusis greta- 
sienis, kurio pagrindai stačiakam- 
piai, vadinamas stačiakampiu gre- 
tasieniu. Stačiakampio gretasienio 
visos sienos — stačiakampiai. 

a, b, c - gretasienio matmenys. 
Stačiakampio gretasienio kiekvienos 102 pav. 
įstrižainės kvadratas lygus jo matmenų kvadratų sumai. 

d = а? + b° + e. 


Š =a-b; 
pagr. 
So, ^ 2(ac + bc); 
S=S +25 
šon. pagr. 


Kiekvieno gretasienio türis lygus pagrindo ploto ir aukštinës san- 
daugai 
= S. H 
Staciakampio gretasienio türis 
V=a-b-c. 


Kubas 


Kubas yra stačiakampis gretasie- 
nis, kurio visos briaunos lygios. Ku- 
bo visos sienos kvadratai (103 pav.). 


3. Piramidé 


Apibrėžimas. Briaunainis, kurio viena siena yra bet koks daugia- 
kampis, o kitos sienos — trikampiai, turintys bendrą viršūnę, vadina- 
mas piramide. 

Piramidės paviršiaus plotu vadinama visų jos sienų (t. y. pagrindo 
ir šoninių sienų) plotų suma, o piramidės šoninio paviršiaus plotu — 
jos šoninių sienų plotų suma. 


Bus wu. 
pir. Son. pagr. 


Taisyklingoji piramidé 


Piramidė, kurios pagrindas — taisyklingasis daugiakampis, o atkar- 
pa, jungianti piramidės viršūnę su pagrindo centru, yra piramidės 
aukštinė, vadinama taisyklingąja piramide (104 pav.) 

Taisyklingosios piramidės šoninės sienos aukštinė, nuleista iš jos 
viršūnės, vadinama apotema. 

Taisyklingosios piramidės šoninio paviršiaus plotas lygus pagrin- 
do perimetro ir apotemos sandaugos pusei. 


S 1 
Ss. = „P: hy, hQ — apotema. 
Фф — kampas, kurį sudaro šoninė 
B siena su pagrindo plokštuma (dvi- 
sienio kampo prie pagrindo didu- 
mas). 
» Ss. = 5а ; 
cos 
S S= 8, i 
=S + : 
104 pav. poa 


Piramidės tūris lygus jos pagrindo ploto ir aukštinės sandaugos 
trečdaliui. 


l 
V--$..-H. 


3 pagr. 
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4. Nupjautiné piramidé 


Pasirinkime bet kurią piramidę 
(105 pav.). Išveskime piramidės 
pagrindo plokštumai lygiagrečią 
plokštumą, kertančią piramidės 
šonines briaunas. Ši plokštuma 
piramidę dalija į du briaunainius. 
Vienas jų yra piramidė, o kitą va- 
dinsime nupjautine piramide. 

Nupjautinė piramidė turi du 
pagrindus — daugiakampius. Tų 
daugiakampių plotų santykis ly- 105 pav. 
gus: 


S 


ABCDE 


e 09 ve n š "= > 
$ = Iso i k^, &ia SO ir SO, - piramidžių S,,.,, ir 
ABC DE, 1 
S aukštinės. 
ABC DE, 
Nupjautinės piramidės šoninės sienos yra trapecijos. Nupjautinės 
piramidės šoninio paviršiaus plotu vadinama jos šoninių sienų plotų 


suma. 


Taisyklingoji nupjautinė piramidė 


Nupjautinė piramidė, kuri gauna- 
ma taisyklingąją piramidę perkirtus 
pagrindui lygiagrečia plokštuma, va- 
dinama taisyklingąja nupjautine pi- 
ramide (106 pav.). Taisyklingosios 
nupjautinės piramidės pagrindai yra 
taisyklingieji daugiakampiai, o šoni- 
nės sienos — aka ja 

Taisyklingosios nupjautinės pira- 
midės šoninio paviršiaus plotas lygus 
pusei pagrindų perimetrų sumos ir 
apotemos sandaugai. 
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1 
Son. = z^ * p) > (m , 
P, ir P, – pagrindų perimetrai, 
$28, TŠ +S, 
čia S, ir S, — pagrindų plotai. 
1 
y- FLU + $8, +5,). 
Sukiniai 
1. Ritinys 
Kūnas, gautas stačiakampį su- 
kant apie ašį, kurioje yra jo kraštinė, 
C qu vadinamas ritiniu (107 pav.). 
Cilindrinis paviršius vadinamas 
ritinio šoniniu paviršiumi, o skritu- 
liai — ritinio pagrindais. 
R — ritinio pagrindo spindulys, 
Н - ritinio aukštinė, 
Ritinio šoninio paviršiaus plotas 
lygus ritinio pagrindo apskritimo il- 


107 pav. gio ir aukštinės sandaugai. 
Siu = LnRH 
0. 
pagr. 


Ritinio paviršiaus plotu vadinama ritinio šoninio paviršiaus ploto 
ir abiejų pagrindų plotų suma. 


S = 2nR(R+ Н). 
Ritinio tūris lygus pagrindo ploto ir aukštinės sandaugai. 
V = RH. 
2. Kūgis 


Kūnas, gautas, statųjį trikampį sukant apie ašį, kurioje yra jo 
statinis, vadinamas kūgiu (108 pav.). 
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S „= nRi 
pagr. 

Kūgio šoninio paviršiaus plotas 
lygus pagrindo apskritimo ilgio ir 
sudaromosios sandaugos pusei. 


S. „> TRI, I - sudaromoji. 
Kūgio paviršiaus plotu vadinama 
jo šoninio paviršiaus ploto ir pagrin- 
do ploto suma. 
5 = л R(R + I). 


Kügio türis lygus jo pagrindo 


ploto ir aukštinės sandaugos trečdaliui. 


1 
V = —xR°H. 
3 


Nupjautinis kügis 


Bet kurį kūgį kertanti plokštuma, 
statmena ašiai, kūgį padalija į dvi 
dalis. Viena dalis yra kūgis, o kita 
vadinama nupjautiniu kūgiu (109 
pav.). 

R — apatinio pagrindo spindulys, 

r — viršutinio pagrindo spindulys, 

1 — sudaromoji. 

Nupjautinio kügio Soninio pavir- 
šiaus plotas lygus pusės pagrindų 
apskritimų ilgių sumos ir sudaromo- 
sios sandaugai. 


Sa = TCR + r)i; 
S = x(R + n taxa. 


Nupjautinio kügio türis: 


1 
= 7H + Rr 4r?) 


108 pav. 


109 pav. 
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3. Sfera 


Apibrėžimas. Sfera vadinamas paviršius, sudarytas iš visų erdvės 
taškų, vienodai nutolusių nuo vieno taško (110 pav.). 
R - sferos spindulys. 
Sferos plotas 
S = 47. 


4. Rutulys 


Kūnas, kurį riboja sfera, vadinamas rutuliu (111 pav.). 
R - rutulio spindulys, 
V – rutulio tūris, 
5 — rutulio viso paviršiaus plotas. 
5 = 4nR?, 


4 
V = пк. 
3 


Ron NE 


110 pav. 111 pav. 


Rutulio nuopjova 


Rutulio nuopjova vadinama rutulio dalis, kurią nuo jo nukerta ku- 
ri nors plokštuma (112 pav.) 

R - rutulio spindulys, 

r - rutulio nuopjovos pagrindo spindulys, 

h — rutulio nuopjovos aukštinė. 
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Rutulio nuopjovos paviršiaus plotas: 


S = 2nRh, 


h 
p= лкк = J 
3 


Rutulio išpjova 


Rutulio išpjova vadinamas kūnas, gautas skritulio išpjovą, kurios 
kampas mažesnis už 90°, apsukus apie tiesę, einančią per vieną skri- 
tulio išpjovą ribojančių spindulių (113 pav.). 

Rutulio išpjovą sudaro rutulio nuopjova ir kūgis. 

R – rutulio spindulys, 

h — rutulio nuopjovos aukštinė. 

Rutulio išpjovos tūris: 


2 
V --naR^h. 
3 


= 
М 


PEN 


112 pav. 113 pav. 
Figūros, gautos, sukant kreivinę trapeciją, tūris: 
b 


V= Jhon kai kreivinė trapecija, apribota linijos y = f(x) 
d 


a 


(Ax) > 0), sukama apie ašį Ox ir V = x | ф2(у)ау, kai kreivine 


trapecija, apribota linijos x = ф(у) (@(y) > 0), sukama apie ašį Oy. 
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VII. KOORDINACIU METODAS 
IR VEKTORINÉS ALGEBROS ELEMENTAI 


Vektoriai 


Apibrėžimas. Atkarpa, kurios nurodyta pradžia ir pabaiga, vadina- 
ma kryptine atkarpa, arba vektoriumi. Vektorių galima apibrėžti kaip 
postūmį, kuris tašką A perveda į tašką B trumpiausiu keliu. Vektorių 
dar galima apibrėžti kaip sutvarkytą taškų porą (A, B). 

э > 
Vektorius Zymimas AB arba a. Nenulinio vektoriaus AB ilgiu, 
— 
arba moduliu, vadinamas atkarpos AB ilgis. Vektoriaus AB ilgis 
> 
žymimas |AB|. Laikoma, kad nulinio vektoriaus ilgis lygus nuliui: 


Ses 
| 0| 0. Vektorius, kurio ilgis lygus vienetui, vadinamas vienetiniu. 
Vektoriai: 
Kolinearieji, jei jie yra arba vienoje tiesėje, arba lygiagrečiose 
tiesėse. 
Komplanarieji, jei jie lygiagretūs tai pačiai plokštumai. 
Priešingieji, jei jų ilgiai lygūs, bet kryptys priešingos. 
Vektorius, priešingas vektoriui ys žymimas =. 
> > 
a=b, 


Lygüs, jei yra vienakrypčiai ir jų ilgiai lygūs, t. y. kai 


> ә > > 
a 11 b ir |a|-|H. 
Vektorių sudėtis ir atimtis 


> 
Trikampio taisyklė (114, 115 pav.). Tegul turime vektorius AB ir 
— 


BC. 
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> > > > > > 
AB+ BC = AC AB- AC = CB 
B B 
A С А 
114 рау. 115 рау. 


Vektorių sudėties dėsniai 
> > 
b+ a (perstatomumo dėsnis), 
> => => . . . . 
a+(b+ с) (jungiamumo dėsnis), 


116 рау. 
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Daugiakampio taisyklé (117 pav.) 


Galima rasti keturių, penkių ir apskritai bet kurio kiekio vektorių 
sumą. 


117 pav. 


> > > > > 
AA, T AA, F AA,+ АА, = АА, 
Daugiakampio taisyklę galima suformuluoti taip: jei A,, А,, ..., А, ,— 
» DAMES TS > E 
bet kurie plokštumos taškai, tai АА + A,A, +... + A, A. = AA,. 


Гл 


Gretasienio taisyklé 


Tris nekomplanariuosius vekto- 
rius galima sudėti pagal gretasienio 
taisyklę (118 pav.). 

> > > 
Tegul a, b, c – nekompla- 
> > > > 
narieji vektoriai. ОА= a, OB- b, 
> > 
ОС= с. 
Gretasienio jstriZaine OD vaiz- 
> > > 
duoja vektorių a, b ir c sumą: 


> ә ә ә 
OD- а+ b+ с. 
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— 
Vektoriaus p reiškimas trimis nekomplanariaisiais vektoriais 


> > > 
a, b ir c 
= — = > s $. evo . 
p= xa+yb+zc (х, у, z — tam tikri skaičiai). 


Stačiakampėje koordinačių sistemoje naudojami žymėjimai: 
> E э 
і {1 0; 0}, j(0; 1; 0}, А40; 0; 1}. Ле vadinami koordinatiniais 
-> 
vektoriais. Kiekvienas vektorius a apibrėžtas taškais (0; 0; 0) ir (x, 
y, z), išreiškiamas koordinatiniais vektoriais: 
> > > > 
a=xi+yj+zk. 
Skaičiai x, y ir z vadinami vektoriaus a koordinatėmis stačia- 
kampėje koordinačių sistemoje. 
Vektorių sudėtis ir atimtis, kai duotos vektorių koordinatės 
> > f 
Jei a (x; y; 2}, b (x4; y,; 2,) tai, 
> > 
(a+ Ь){х,+ x;; у,+ y; Z t zh 
> > 
(а- Ь){х,— x;; y, — y; Z — Z). 
Vektoriaus daugyba iš skaičiaus 
— 
Jei a (x; y; z}, k - skaičius, tai 
> 
(k a ){kx; ky; kz}. 
Savybės: 
zt = . . . . 
1. (k!) a - k(La) (jungiamumo dėsnis); 
=>» > > . ` ` .` L 
2. (к+1) а= ка+1а (pirmasis skirstomumo dėsnis); 


SH — > = € . . . . sv» o 
3. k(a+b)=ka+kb (antrasis skirstomumo dėsnis), čia k, | -skaičiai. 
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Dviejų nenulinių vektorių kolinearumo požymis 


> > 
Kad du vektoriai a ir b būtų kolinearūs, būtina ir pakanka, kad 
egzistuotų toks skaičius k = 0, su kuriuo būtų teisinga lygybė 
> > 
58 b -ka. 
Jeigu vektoriai a ir b kolinearüs, tai ju atitinkamos koordinates 
yra proporcingos, t. y. 
x » 4 


=—=—=k, ke Rr atvirkščiai, jei dviejų vektorių atitinka- 
X » 4 


mos koordinatės proporcingos, tai tie vektoriai kolinearüs. 


Trijų vektorių komplanarumo požymis 


=> — => | 
c=xa+yb, x, y — skaičiai. 


Atkarpos vidurio koordinatés 


S acu. „d I8 M 
2232 Е 27 
Vektoriaus ilgio skaičiavimas, žinant jo koordinates 


E E 
la^ Jx «y +22, a (x; y; 2). 
Vektorių skaliarinė daugyba 
Vektorių skaliarinė daugyba lygi jų ilgių ir kampo tarp vektorių ko- 
sinuso sandaugai: 


>> > > > е in 
a: b -|a-|P| cosa, a ir b — nenuliniai vektoriai, а — kampas 


> ә 
SS oss a-b 

tarp vektorių a ir b. Iš čia cosa =—— - 
lal: |b 


Jei vektoriai vienas kitam statmeni, tai jų skaliarinė daugyba lygi 
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nuliui. Atvirkščiai, jei nenulinių vektorių skaliarinė daugyba lygi nu- 
liui, tai jie vienas kitam statmeni. 


Vektorių, duotų koordinatėmis, skaliarinė daugyba 


.` > =, . 
Jei a (x, Jp £l b i Yy 23, tai 
> > 
a- b = x, x, + y, Y, + z, 2,. 
a: a = |a? = а? — vektoriaus skaliarinis kvadratas lygus jo ilgio 
kvadratui. 
Kampas tarp vektorių 


— > 
Kampo а tarp vektorių a (x, y, 2,) ir b (x, y, z,) kosinusas 
išreiškiamas formule 


XiX, + Yiya tz 


COs OT | 2 2-12 2 27 
Xi +y tZ ух Tt y + 25 


Vektoriu skaliarinës daugybos savybës 
> э > 
> 0; be to, a? >Q, kai a + 0; 
>> >> 
2. a- b = b. а (perstato- 


2 


l. 


mumo desnis); 
> >> >> 
3. (a-b) c =a: с 
(skirstomumo dėsnis); 
>> > > 
4. (ka) b =k( a-b) (jun- 


giamumo desnis). 
Jei AC: CB = т: n, tai 


> > 
+b: c 


> > > 

OC= OB + OA . 
m+n m+n 

(119 pav.) 


119 pav. 
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Apskritimo lygtis 


А (a; b) – apskritimo centras 
(120 pav.), 

A(x; y) — apskritimo taškas, 

К - apskritimo spindulys. 

Apskritimo lygtis: 

(x — a)? + (y — b) = F 

Jei apskritimo centras sutampa su 
koordinačių pradžia, tai jo lygtis yra 


x + у= R. 


120 pav. 


Dviejų apskritimų tarpusavio padėtis 


R, - pirmojo apskritimo spindulys, 

R, - antrojo apskritimo spindulys, 

C — atstumas tarp apskritimų centrų. 

a) apskritimai nesusikerta (121, 122 pav.) 


С> R + R, pun 


be СӘ 


121 pav. 122 pav. 


d 


b) apskritimai liečiasi (123, 124 pav.) 
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Tiesės lygtis 


ах + by + c = 0 - bendroji išraiška 
Tiesės, einančios per tašką M(x,; y,), kai yra žinomas krypties 
koeficientas k = tg a, lygtis: 


у-у, = k(x - xy. 
Tiesės, einančios per du taškus, lygtis: 
LEVE наса 
REJ *-9*4 
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Plokštumos lygtis 
Plokštumos, einančios per tašką A (х,; yy; z,) ir statmenos vektoriui 
— 
n (a; b; c),lygtis (126 pav.): 


a Ao (Xs; Yo Zo) 


126 pav. 


a(x - x) + bO- y,) + c(z — z) = 0. 
Bendroji plokštumos lygtis: 
ax + by + cz + d = 0, koeficientai a, b, c yra plokštumai statmeno 


vektoriaus koordinates. 
Sferos lygtis 


Sferos, kurios spindulys R ir centras С(х,; yy; z,), lygtis: 
(x — x) + (y - xy + (z - z)? = R^, Cia x, y, z — bet kurio sferos 
ta$ko koordinates. 
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1 priedas 


KAI KURIE MATEMATINIAI ŽENKLAI 


= — lygu 

+ — nelygu 

= — apytiksliai lygu 
> — daugiau 

< — mažiau 


2 — daugiau arba lygu 

< — mažiau arba lygu 

| | - modulio ženklas 

|J - n-tojo laipsnio šaknis 

! — faktorialas 

log,— logaritmas pagrindu b 
lg — dešimtainis logaritmas 
In — natüralusis logaritmas pa- 
grindu e 

lim — riba 

const — pastovusis dydis 

> - suma 

A — trikampis 


Z — kampas 
U — lankas 
|| - lygiagretus 


L — statmenas 
e» — panašus 
п — apskritimo ilgio ir skersmens 


santykis 

° — laipsnis 
'— minutė 

" — sekundë 


sin — sinusas 
cos — kosinusas 


tg — tangentas 

ctg — kotangentas 

sec — sekantas 

cosec — kosekantas 

arcsin — arksinusas 

arccos- arkkosinusas 

arctg — arktangentas 

arcctg — arkkotangentas 

arcsec — arksekantas 

arccosec- arkkosekantas 

N — natūraliųjų skaičių aibė 

Z — sveikųjų skaičių aibė 

Q — racionaliųjų skaičių aibė 

R - realiųjų skaičių aibė 

(—со; оо) — realiųjų skaičių aibė 
M(x; y) - taškas M, kurio koordina- 
tes X ir y 

(a; b; c; ...) — aibė, kurią sudaro 
elementai a; b; c; ... 

Ø — tuščioji aibė 

€ — elemento priklausymo aibei 
Zenklas 

€ — elemento nepriklausymo aibei 
Zenklas 

N — aibių sankirtos ženklas 

U — aibių sąjungos ženklas 

fx), g(x) ir t. t. — funkcijos žymėji- 
mai 

Дх) - funkcijos f(x) reikšmė taške x, 
D(f) - funkcijos f apibrėžimo sritis 
E(f) - funkcijos f reikšmių sritis 
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х — a — kintamasis x artėja prie 
skaičiaus a 

Ax — argumento pokytis 

Af(x) — funkcijos pokytis 

f(x) - funkcijos f(x) išvestinė 
f'(x,) - funkcijos f(x) išvestinė 
taške x, 


b 
| fx) dx — funkcijos f(x) integ- 
ralas nuo a iki b 
=, =>. + м ... 
a; AB - vektoriaus Zyméjimas 
ЇЇ – vienakrypéiai 
Y – priešpriešiniai 
шер — didziausioji funkcijos 


reikšmė uždarajame intervale 


[a; b] 
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n f – mažiausioji funkcijos reikš- 
a; 


mė uždarajame intervale [a; b] 


P, – n elementų kėlinių skaičius 


At — gretinių i$ n elementų po k 


elementų skaičius 


С* — derinių iš n elementų po k 


elementų skaičius 

P(A) - įvykio A tikimybė 

A - įvykiui A priešingas įvykis 
P(A) — priešingo įvykio tikimybė 


P(A/B) — sąlyginė įvykio A tikimy- 


bė su sąlyga B 
M(X) — matematinė viltis 


D(X) - atsitiktinio dydžio X disper- 


sija 


Kai kurie dažnai pasitaikantys pastovūs dydžiai 


12,5664 
4,1888 
1,5708 
1,0472 
0,7854 
0,5236 
0,0175 
0,6366 

57,2958 

3437,7467 


0,3183 
0,1592 
0,1061 
0,0796 
9,8696 
19,7392 
1,7725 
2,5066 
1,2533 
0,5642 
0,7979 
0,9772 
1,1284 
1,4646 


3,5363 
5,3144 
1,5029 
71,2018 
71,0257 
2,9008 
0,9943 
1,2953 
0,2486 
0,3991 
0,0981 
71,7514 
71,9019 
1,9900 
0,0525 
0,1657 


2 priedas 


3628800 
39916800 
479001600 
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3 priedas 


Lotynų kalbos abėcėlė 


Spausdin- | Rašytos | Pavadini- | Spausdin- | Rašytos | Pavadini- 
tos raidės raidės mas tos raidės raidės 
A a a 


Graikų kalbos abėcėlė 


A a I + jota P p ro 

B В beta K к kapa E c sigma 
I y gama A A lambda T т tau 

A 6 delta Mp mi Y о ipsilon 
E & epsilon N v ni Фф fi 

Z б dzeta = 6 ksi X x chi 

H n eta O o omikron Ф y psi 

O Ө teta H x pi Q o omega 
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4 priedas 
Metriné maty sistema 


Ilgio matavimo vienetai 
1 kilometras (km) = 1000 metrų (m), 
1 metras (m) = 10 decimetrų (dm) = 100 centimetrų (cm), 
1 decimetras (dm) = 10 centimetrų (cm), 
1 centimetras (cm) = 10 milimetrų (mm). 


Ploto matavimo vienetai 
1 kvadratinis kilometras (km?) = 1000000 kvadratinių metrų (m?), 
1 kvadratinis metras (m2) = 100 kvadratinių decimetrų (dm?) = 
10000 kvadratinių centimetrų (cm?), 
1 hektaras (ha) = 100 arų (a) = 10000 kvadratinių metrų (m?), 
1 aras (a) = 100 kvadratinių metrų (m?). 


Tūrio matavimo vienetai 


1 kubinis metras (m?) = 1000 kubinių decimetrų (dm?) = 1000000 
kubinių centimetrų (cm?), 

1 kubinis decimetras (dm?) = 1000 kubinių centimetrų (cm?), 

1 litras (1) = 1 kubiniam decimetrui (dm?), 

1 hektolitras (hl) = 100 litrų (I). 


Masės matavimo vienetai 


1 tona (t) = 1000 kilogramų (kg), 

1 centneris (cnt) = 100 kilogramų (kg), 
1 kilogramas (kg) = 1000 gramų (g), 

1 gramas (g) = 1000 miligramų (mg). 


Laiko matavimo vienetai 


1 1 
1 sekundė (s) = co min = 3600 


1 
1 minute (min) = cob 


1 
1 valanda (h) = z4 Patos, 


1 para = 24 h, 
1 metai = 365 (366) paros (dienos), 
1 amžius = 100 metų. 
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Tai jdomu. Lietuvoje iki 1920 m. (metrines sistemos jteisinimo) var- 
toti tokie matavimo vienetai (greta pateikiama jų verte SI vienetais): 


Ilgio vienetai 


Aršinas 71,12 cm Sieksnis 2,133 m 


Linija 2,54 mm Uolektis (lenkų) 
7,467 km Varstas 


30,48 cm Verškas 


— Masės vienetai 
Birkavas (rusų) 163,805 kg Pundelis 
50 kg Svaras (liet.) 


Ploto vienetai 
Dešimtinė (rusų) Valakas (lenkų) 16,796 ha 
Margas (liet.) Virvė (lenkų) 1866 m? 


Valakas (liet.) 21,850 ha 


57,78 cm 
1,0668 km 


Mylia (rusų) 


365,47 g 
409,512 g 


Centneris 


Lastas 


Tūrio vienetai 


Gorčius (liet.) 2,821 Pūras (liet.) 67,6851 
Gorčius (lenkų) 78,72 1 

Kartis (lenkų) 1281 16,921 

Kibiras (rusų) 12,2994 1 491,961 


Kvorta (liet.) 0,701 Stuopa 1,2299 1 
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5 priedas 


Natūraliųjų skaičių nuo 10 iki 99 kvadratų lentelė 


Vienetai 


5 6 


5 
1225| 1296 


m 


169| 196| 225| 256| 289| 324| 361 
576 E 729| 784| 841 
|1369 1444 
1764 2025 


1521 


3600|3721| 3844 3969| 4096| 4225| 4356| 4489| 4624| 4761 


| 5 |2500 2601|2704|2809|2916|3025|3136|3249|3364| 3481 
LE | 
| 7 |4900 5041|5184|5329|5476|5625|5776|5929| 6084 


| в |6400 6561|6724|6889|7056|7225| 7396| 7569| 7744| 7921 


9801 


Skaičių 2 ir 3 laipsniai 


10 


1024 


»I1l2]s]4].$]$]-9 | &] 
- di 
2 4 

9 


8 1161 32 ES 128 | 256 | 512 
27 | 81 | 243 | 729 | 2187 | 6561 |19683 


59049 
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